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Bevezetés

A szivarvany a természet csodalatos tiineménye, ami szamtalan fest6t, kolt6t megihletett (példaul
Arany Janos: A gyermek és szivarvany), és tobb fizikus is tanulményozta a jelenséget. Azt gon-
dolhatnank, hogy a szivarvany jelenségének értelmezése az egyszerii geometriai optika keretén beliil
régota megoldott probléma, s csak torténeti jelentésége van. Meglep6 modon azonban, kielégits
elméleti magyarazatot csak a XX. szazad elején sikeriilt kidolgozni. Raadasul ez az elmélet tobb,
mint geometriai optika, magaban foglalja mindazt, amit a fény természetérsl tudunk. Igy példaul
a szivarvany leirasahoz figyelembe kell venni a fény hulldimtermészetét is. Végsd soron a szivarvany
létrejotte annak tulajdonithato, hogy az elektromagneses tér (fény) egy kozel gémb alakua vizcseppen
szorodik. Ezt a szorasi jelenséget egyaltalan nem egyszeri leirni a Maxwell-egyenletek alapjan. Az
interferencia, a fényelhajlas és a fény polarizacidja egyarant lényeges a jelenség megértésében. A szi-
zadok alatt tobb neves kutaté tanulményozta a szivarvanyt, és eredményeik alapvetéen alakitottak
a fizikdnak egy, napjainkban is izgalmas teriiletét, az optikat.

A szivarvanyt akkor lathatjuk, ha az elSttiink hulld esGcseppekre a mogottiink 1év6 Nap ra-
siit. Alakja koriv. A természetben a szivarvanynak két f6 ive figyelhet§ meg: a f@szivarvany és
a halvanyabb mellékszivarvany. A fészivarvanyban a belsé koriv kék, mig a kiils6 vords szind. A
mellékszivarvanyban a szinek sorrendje forditott, a bels6 koriv voros, a kiilsé kék. Alaposabb megfi-
gyelésekbdl kideriil, hogy a két szivarvany ive kozti tartomany jelentGsen sététebb, mint az ég mas
része. Ezt a sotét savot az okori Aphrodisias Alexander tiszteletére, aki Kr. e 200-ban figyelte meg
ezt a jelenséget, Alezander-féle sotét sdvnak nevezik. Az interneten tobb helyen is talalhatunk fény-
képeket a szivarvanyrol, példaul az [1| internetcimen lathato képen jol megfigyelhets a szivarvany
mindkét ive és a koztiik levd sotét sav is. Egy masik jelenség (sajnos csak ritkan figyelhets meg),
hogy a fészivarvany alatt tovabbi jdrulékos fveket latunk (angolul supernumerary arcs), egy kiting
felvétel talalhato a [2] internetcimen. Mint latni fogjuk, ezen jarulékos ivek létrejottének a megértése
alapvetd szerepet jatszott a szivarvany elméletének kidolgozasaban.

Arisztotelész még ugy vélte, hogy a szivarvany a napfény felh6kon torténd visszaverédésének a ko-
vetkezménye. Ez az allitas egyaltalan nem volt nyilvanvalé a kor akkori elképzelései alapjan, ugyanis
korédbban tgy gondoltdk, hogy a szivarvany egy anyagi objektum az ég egy meghatarozott helyén.
A szivarvany ivének szogét els6ként Roger Bacon mérte meg 1266-ban, és eredményei szerint {Gszi-
varvanyra a szivarvany ivének egy pontjabol a Nap felé és a megfigyel felé mutato irany 42°-os
szoget zar be. Mellékszivarvanyra ez a szog 50°. JelentGsebb elérelépés a szivarvany megértésében
Arisztotelész utan csak 17 évszazad elteltével a német Theodoric Freiberg szerzetesnek koszonhetd.
Elutasitotta Arisztotelész hipotézisét, miszerint a szivarvany a fénysugaraknak a felhGben 16vG Gsszes
esGcseppen torténd egyiittes visszaverddésének a kovetkezménye. Mérésekkel igazolta, hogy a szivar-



vany létrejohet a fény egyetlen vizcsepprél torténd visszaverGdésével is. Kisérleteihez gomb alaku
vizzel t01tott iivegpalackot hasznélt, és megfigyelte a szivarvanyt létrehozo fénysugarak menetét.
Lényegében harom évszazadon &t elfelejtették Freiberg eredményeit. René Descartes 1637-ben
mutatta meg djra Freibergtdl fiiggetleniil, hogy a f6szivarvany keletkezésénél a fény elGszor megtorik
a vizcsepp feliiletén, majd a vizcsepp belsé feliiletén egyszer visszaverddik, és aztan ismételt fénytorés-
sel kilép a vizcseppbdl [3]. A mellékszivarvany esetében a vizcseppen beliil két visszaver6dés torténik.
Az 1. abran lathato a kiilonbo6z6 szinii fénysugarak torése a f6-, illetve mellékszivarvany kialakulasa-
kor. Freiberg és Descartes megallapitottdk, hogy a szemiinkbe érkez6 kiilonb6z6 szind fénysugarak

1. 4bra. A fénysugarak menete kiilonb6z6 szinekre f@szivarvany (egyszeres belss visszaverGdés) és
mellékszivarvany (kétszeres belsG visszaverGdés) esetén. A vizszintes vonalak mutatjak a vizcseppbe
1ép6 fénysugarakat. A zold szint fénysugar a voros és a kék szint sugarak kozott halad. A rajznal és a
kés6ébb bemutatandé numerikus eredményeknél a 15 °C-os hémérsékletii vizre vonatkozé n = 1, 330;
n = 1,335; n = 1,340 térésmutatokat hasznaltuk rendre, a voros, a zold és a kék szinekhez [4].

eltérs vizcseppekbdl jonnek. A szivarvany egységes geometriai optikai értelmezése Descartes nevéhez
fiiz6dik. Szamitasai soran a ma méar jol ismert toréstorvényt, mai nevén Snellius—Descartes-torvényt
alkalmazta: )
sin v
sinf3
ahol o a beesési szog, 3 a torési szog, és n az anyag torésmutatojal.

A szivarvany jelenségének irodalma oriasi. Bevezetésként, a téma egyik kiemelkeds szakértGjének,
H. Moysés Nussenzveignek a népszeriisits cikkét (6], Honyek Gyuldnak a Kozépiskolai Matematikai
és Fizikai Lapokban megjelent irasat [7] és Czelnai Rudolfnak a meteorologus képzésben hasznalt
egyetemi jegyzetét [8] ajanlhatjuk az olvasonak. A matematikai részletek irant érdekl6dék szamara
a leideni professzor, Hendrik Christoffel van de Hulst |9] klasszikusnak szamit6 konyvét, Milton Ker-
ker [10] fényszorasrol irt konyvét és John A. Adam [11] hosszi, Osszefoglalo cikkét javasoljuk. A
szivarvanynak a tudoménnyal és a miivészettel valo kapcsolatarél Raymond L. Lee és Alistair B. Fra-
ser kozelmiultban megjelent és gazdagon illusztralt konyvét [12] ajanljuk.

A tovabbiakban attekintjiik a szivarvany fizikadjanak legfontosabb elemeit, és igyeksziink nyomon
kovetni a jelenség megértésében torténeti szempontbdl is mérfoldkének szamitod elméleti eredménye-
ket. Els6ként részletesen ismertetjiik Descartes geometriai optikan alapulé elméletét. A kovetkezs
fejezetben a polarizacié szerepét, Thomas Young interferencia-elméletét, majd George Biddell Airy
elméletét taglaljuk. Ezt kévetGen vazoljuk a mult szazad elején Gustav Mie altal kidolgozott legpon-
tosabb elméletet, illetve a modern matematikai modszerekkel kapott kozelité eredményekrél adunk

n, (1)

"Megjegyezziik, hogy az angol nyelvii irodalomban ezt a térvényt egyszertien csak Snell-térvénynek nevezik. Nem
lehet bizonyosan tudni, hogy Descartes ismerte-e a leideni egyetem professzoranak, Willebrord Snellnek az eredményeit,
melyet 6 maga mar 1620-ban tanitott az egyetemen. Tény, hogy a toréstorvényt Descartes publikalta elGszor, de nem
emliti Snell munkassigat. Descartes tudoméanyos tevékenységérdsl bévebb betekintést példaul Simonyi Karoly miivébdl
kaphatunk [5].



rovid attekintést, beleértve a téméahoz szorosan kapcsolodd koszoru és gloria jelenséget is. A kovet-
kez6 fejezetben szolunk a szivarvany és a kvantummechanika kapcsolatarol. Végiil az 6sszefoglaléban
tovabbi, a témaval kapcsolatos kérdéseket emlitiink meg.

Megjegyezziik, hogy a cikk abrainak egy része a Mathematica programmal késziilt, és eredetileg
szinesek. Az érdekl6ddk [13] internetcimen tekinthetik meg az eredeti abréakat.

1. Geometriai optikai leiras

1.1. Descartes-elmélet

A 2. abréan lathato, ahogy a vizcseppre érkezé fénynyalab egy része visszaverddik a csepp kiils§ feliile-
térdl, egy bizonyos része megtorik, majd keresztiil haladva a vizcseppen ismételt toréssel kilép abbol,
illetve méas része a vizcsepp bels§ feliiletén egyszer (esetleg tobbszor) visszaverddik. A vizcseppen

2. abra. A fénysugar vagy visszaverddik a vizcsepp feliiletén (p = 0), vagy keresztiil halad a cseppen
(p = 1), vagy egyszeres (esetleg t6bbszoros) belss visszaverddést szenved a cseppen belil (p =
2,3,...).

beliil halad6 fénysugér a csepp belsé feliiletén torténé p — 1 szadmi visszaver§dés sordn p darab hir
mentén halad. FG6- és mellékszivarvianyra p = 2, illetve p = 3, és a tovabbiakban p-ed rendi szi-
varvanyrol akkor beszéliink, amikor a vizcseppen beliil a hurok szama p. Késébb latni fogjuk, hogy
szivarvany csak p > 1 esetén lehetséges. Mig a természetben p > 3 rendi szivarvanyt nem figyel-
tek meg, Billet-nek mar 1868-ban sikeriilt kimutatni a 20-ad rendi szivarvanyt is vékony vizsugarat
megvilagitva (a hivatkozas megtaldlhato Walker [14] cikkében).

Tekintsiik a 3. abranak megfelel6 R sugari, n torésmutatoju vizeseppbe o dtkdzési (impakt)
paraméterrel vizszintes iranybol érkezé fénysugar menetét a fGszivarvanyra (p = 2)! A beesés szogére
igaz, hogy 0° < « < 90°. Az abra alapjan vilagos, hogy ¢ = Rsina, masrészt a P pontban
az (1) Snellius-Descartes-torvény szerint: sina = nsinf3. A vizcseppbe bemend és abbol kilépd
fenysugarak kozti eltériilés szoge (tovabbiakban szorasi szognek nevezziik): 6 = (o — 3) + (7 —
260) + (o« — ) = 7+ 2a — 4. A Napbol jov6 és a szemiinkbe érkezd fénysugarak kozti szog:
m— 0 =45 — 2« (Bacon a kisérleteiben ezt a szoget mérte ki). Teljesen hasonlé szdmitéssal kaphato
a szorasi szog abban az altalanos esetben is, amikor a vizcsepp belsé falan a fénysugér tobbszor
visszaverddik. Konnyen beldthaté, hogy a szérasi szog p — 1 szami bels6 visszaver6dés esetén:
O=(a—=p)+(p—-1)(r—20)+(a—pF)=(p— 1)+ 2a — 2pf. Az (1) egyenletet felhasznalva a 0
szoget kifejezhetjiik a 0

b= R = sin o (2)

dimenziétlan iitkdzési paraméterrel:

b
0 = (p—1)m+ 2arcsinb — 2p arcsin —. (3)
n



3. dbra. A vizszintes iranybdl belép6 fénysugar menete a vizcseppen beliil és a szogviszonyok a
f6szivarvanyban.

A fenti képlet szerint 6 nagyobb lehet m-nél, ezért a gyakorlati szamitasoknal a 6 szoget a (0, )
intervallumba képezziik:

o[ 02 ha 27j <0 < 27(j + 1/2), n
2n(j+1) — 0, ha 27(j+1/2) <60 <2n(j+1),

ahol j egész szam. (Hasznos tanacs: numerikus szamitasoknal barmely z szoget az arccos(cos(x))
fiiggvénnyel konnyedén képezhetjiik a (0,7) intervallumba.) A 4. dbra a 0 szorasi szogeknek a b
iitkozési paramétertsl valo fiiggését mutatja p = 0,1, 2, 3 értékekre. Két fontos megéllapitas tehetd
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4. abra. A 0 szorasi szog a b = 9/R = sina dimenzidtlan iitkézési paraméter fiiggvényében p =
0,1, 2,3 értékekre.

a 4. abra alapjan. Egyrészt 1athato, hogy p > 0 esetén 6 értéke b = 1-nél (azaz vizcsepp felszinéhez
érintGlegesen érkezs fénysugar esetén) zérustol kiillonbozo érték:

0" =0(b=1) =p(r —2ay), (5)

ahol «y, a vizre vonatkozo teljes visszaver6dés hatéarszoge, azaz sinay, = 1/n. Kés6bbiekben latni
fogjuk, hogy a 6* szognek fontos szerepe lesz a szorasi hataskeresztmetszet szamitdsaban és az
interferencia-jelenségek vizsgalataban is.

A mésik fontos tény, ami vildgosan lathaté a 4. abrabol, hogy a 6 szorasi szognek p > 1 esetén
szélsGértéke van b fiiggvényében. A tovabbiakban sziikségiink lesz 6-nak a b szerinti els§ derivaltjara,
melyet konnyen megkaphatunk a (3) képletbdl:

do P COS (v 1
—=2(1- . 6
db ( ncosﬁ) COS (v (©)




T — 0,

szinek n
p=2 | p=3
voros | 1,330 | 42,5° | 50, 1°
zO0ld | 1,335 | 41,8° | 51,4°
kék | 1,340 | 41,1° | 52,7°

1. tablazat. A f6- és mellékszivarvany esetén a kiilonboz6 szini fénysugarak = — 6. szogben lathatok.

A szélsgérték helye a df/db = 0 feltételbsl adodik:

[h2 _ 2
b, = sina, = ];24_7; (7)

Késébb igazolni fogjuk azt a — mar ezen szélsGérték-szamitas soran kialakulé — sejtést, hogy a
szivarvanybol kilépé legintenzivebb fénysugir az a. beesési szogben érkezik a vizcsepphez. Ezt a
specialis sugdrmenetet az irodalomban szokasos mdédon, és Descartes tiszteletére, nevének latin meg-
felelGje szerint Cartesius-sugdrnak nevezziik és a ¢ index is a Cartesius névre utal. Kiszamithatjuk a
0 szorasi szoget is ezen szélsGértékhelyen:

0. =6(b="0.). (8)

Az 5. dbran kiilonboz6 iitkozési paraméterrel beérkezd parhuzamos fénysugaraknak a geometriai
optika alapjan szamolt menete lathat6. A vastag vonal a Cartesius-sugarmenetet jeldli. A Cartesius-

5. dbra. Kiilénbo6z6 beesési szoggel érkez6 parhuzamos fénysugaraknak a geometriai optika alapjan
szamolt sugarmenete. A vastag vonal a Cartesius-sugarmenetet jeloli.

sugarmenet kozelében beesé parhuzamos sugarak a vizcseppbdl kilépve kozel parhuzamosak marad-
nak, ami egy erGsen kollimalt nyalabot eredményez. Mas esetekben a nyalab a vizcseppbdl kilépve
szétszorodik. Igy a Cartesius-sugarmenetnek kitiintetett szerepe van. A szivarvanyt ebbél az irany-
bol 1atjuk legintenzivebbnek. Az 1. tdblazatban Gsszefoglaltuk a kiilonb6z8 szinek esetére (az 1. abra
felirataban megadott torésmutatokkal) szamolt m — 6. szogeket. Lathato, hogy f6- és mellékszivar-
vanyban a szinek sorrendje forditott. Csak érdekességképpen jegyezziik meg, hogy az 1. abran lathato
mellékszivarvanynél a vizcseppen beliil a Cartesius-sugér nagyon jo kozelitéssel egy négyzet oldalélei
mentén halad.

A tovabbiakban a kvalitativ megallapitason til, matematikailag is megmutatjuk, hogy a vizcsep-
pekrél szérodo kiilonbozo szind fény a fenti szogekben lathato a legerésebb intenzitéssal. A kilépd



fény intenzitasat egyrészt a vizcseppen torténd szorddasi folyamat, masrészt a fény polarizacidja ha-
tarozza meg. Az elGbbi jelenséget, a mai modern elméletek alapjan, a szorocentrum differenciélis
hataskeresztmetszetével szokas vizsgalni. Egy adott térszogbe sz6rodo fény intenzitasa aranyos a szo-
rocentrum differencialis hataskeresztmetszetével. Igy a Descartes-elmélet keretein beliil a klasszikus
hataskeresztmetszet szogfiiggése ad valaszt arra a kérdésre, hogy milyen iranybol latjuk a szivarvanyt.
A polarizaci6 szerepét csak a fény tranzverzalis hullamtermészetének felfedezése utan ismerték
fel. Egy tordfeliileten a bees6 fény egy része a polarizaciotol fiiggé mértékben visszaversdik, masik
része megtorik. A visszavert és a megtort nyalab intenzitasa a beesés szogétdl fiigg. A polarizaciorol
a kés6bbiekben még részletesebben szélunk. A fény polarizaciéjanak figyelembevétele tulmutat a
Descartes-féle elméleten. Amint azt latni fogjuk, a szivarvany szégének kiszamitasahoz elegendé a
klasszikus hataskeresztmetszet ismerete, nincs sziikség a polarizacidra. Ezért lehetett a Descartes-
elmélet olyan sikeres méar a polarizacio felfedezése el6tt is. Azonban a kiléps fény intenzitdsanak
pontos szogfiiggését csak a fény hullamtermészetére jellemzd interferencia-képesség és polarizacio fi-
gyelembevételével egyiitt hatarozhatjuk meg. A késébbiekben Gsszehasonlitjuk a Descartes-elméletet
azokkal az elméletekkel, melyekben a fény hulldimtermészetét is szamitésba vették. ElGtte azonban,
ismertetjiik a szorasi szoget meghatarozo klasszikus hataskeresztmetszet kiszdmitasanak alapjait.

1.2. A klasszikus szorasi hataskeresztmetszet

A fény vizcseppen valo szorodasat a differencidlis hatdskeresztmetszettel célszert jellemezni. A klasszi-
kus hatéaskeresztmetszet definicioja megtalalhaté példaul a [15] konyvben. Idézziik fel roviden a
klasszikus hatéaskeresztmetszet definiciojat a vizcseppeken valo fényszorodas kapesan! A vizcsepp-
hez a Naprol parhuzamos fénynyalab érkezik, azaz nem egyedi fénysugarak eltériilését kell vizsgalni.
Jelolje dI annak a fénynyalabnak az intenzitasat (részecskék szorasanal a részecskék szamat), ami a
0 és 0 + df szog kozé szorodik. (Az adott szogtartoméanyba szordédéd energiat a széorocentrum korré
rajzolt egységnyi sugarii gomb feliiletén vett intenzitassal mérik.) Ha a bejévé parhuzamos fény-
sugarakra merGleges keresztmetszeten, egységnyi feliileten dthaladé nyaldb intenzitasa Sy, akkor a
0 irdanyba szor6do sugarak differencialis hataskeresztmetszete definicié szerint do(0) = g—é. Ez egy
teriilet dimenzi6ji mennyiség. El6szor tegyiik fel, hogy a 6 szorési szog és a o iitkdzési paraméter
kozott kolesondsen egyértelmi a kapcsolat, azaz 6 az iitkozési paraméter monoton fiiggvénye?. A
0(0) és 0(0) + do(0) sugarak altal hatéarolt korgytiriin athalad6 fénynyalab intenzitasa dI = 2mpdo Sy.
Igy a differencilis hataskeresztmetszet do = 2modp, ami kifejezhets a szorodas 6 szogével, vagy a
dS) = 27 sin 0d0 térszoggel:

do(0)

20,40

A képletben a dp/df derivalt abszolut értéke szerepel, figyelembe véve, hogy a derivalt negativ is
lehet. Ha a o(6) tobbértéki fiiggvény (mint példaul a szivarvanynal), akkor a fiiggvény egyes dgainak
megfelelGen, kiilon-kiilon kell kiszdmitani az egyes jarulékokat a differenciélis hataskeresztmetszethez.
Altalaban a 0 szorési szoget ismerjiik a o iitkozési paraméter fiiggvényében. Ezért elgszor a (9) képlet
szerint meg kell hatarozni a 6(p) fliggvény inverzét, azaz a o(f) fiiggvényt, majd ennek derivaltjat.

Vizsgaljuk a fészivarvany (p = 2) esetét3! A (3) egyenletben megadott 6(p) fiiggvény inverzét,
algebrai atalakitasok utan, a kovetkezG egyenletbdl kaphatjuk meg:

21 b 0\ 1-b L0
<ﬁ—§—§sm§> = 1 CoS 7 (10)

2Sz6rasi jelenségeknél gyakran fordul els, hogy ez a fiiggvény nem monoton. Példaul szivarvanynal (p > 1) a 4. abra,
alapjan jol lathaté, hogy éppen ez a helyzet. Ilyenkor a fiiggvényt felbontjuk monoton fiiggvények agaira.

3Ttt jegyezziik meg, hogy p = 0 és p = 1 mellett a hatéskeresztmetszet analitikusan kiszamolhatd, a részletek
megtalalhatok a [15] konyvben a 73. és a 80. oldalon.



Ez egy negyedfoku egyenlet b = p/R-re, és két pozitiv gyoke van (a masik kettd negativ gyok).
Jeloljiik az igy kapott inverz fiiggvényt b(6)-val! A fiiggvény kétértéki és alakjat a 6. 4bra mutatja’.
A b(6) fiiggvény 0 szerinti derivaltja, az inverz fiiggvény derivalasanak megfelels szabaly szerint, a (6)

b(6)
1
0.8
0.6
0.4
0.2
3140 150 160 ‘ 170 180 e
0. 0

6. abra. A 0(b) fiiggvény inverze, azaz a b(f) dimenziotlan iitkdzési paraméter a 0 szoréasi szog
(fokokban mérve) fiiggvényében fgszivarvany és voros szin esetén. A fiiggvény kétértéki és értelmezési
tartomanya az also agra a [0, 7|, mig a felsg agra a [0, 0*| intervallum, ahol 6* értékét az (5) képlet
adja.

egyenletben adott derivalt reciproka. A db(6)/df derivalt értéke a b(0) fiiggvény két dgan kiillonbozd,
s6t ellentétes elGjeltiek (ezért kell venni az abszolit értéket a (9) képletben). Igy a differencialis
hatéaskeresztmetszethez kiilon-kiilon adédnak jarulékok az egyes dgakbol.

Vilagos, hogy a db(0)/df derivalt a § = 6. helyen szinguldris (végtelen értéket vesz fel), és igy a
differenciélis hatéskeresztmetszet ebben az irAnyban végtelenné valik. Ez az oka, hogy a szort fényt
ebben a 6. szogben latjuk a legerGsebbnek. Vords szinre a differencialis hataskeresztmetszet a 7. Abran
lathato. Megjegyezziik, hogy a hataskeresztmetszetben fellépd szingularitas gyokds jellegl, azaz
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7. 4bra. A do/df differenciélis hatéskeresztmetszet (R? egységekben) a 6 szorasi szog (fokokban
meérve) fiiggvényében fGszivarvany és voros szin esetén. A fliggvénynek gyokos szingularitasa van a
6. helyen, és értéke zérus ennél kisebb 6 szogekre.

db(0)/d0 ~ 1/+/0 — 0. szerint kozelithets 6. kozelében. Természetesen a teljes hataskeresztmetszet,
azaz az foﬁ i—‘; df mennyiség egyenls a mR? geometriai keresztmetszettel. Matematikailag az integral
a gyokos szingularitas miatt lesz véges. Teljesen hasonlé gondolatmenet alapjan belathatd, hogy
mellékszivarvanyra b(6) inverz fiiggvény derivaltja a p = 3-nak megfelel 0. értéknél valik végtelenné,
és igy a hatéskeresztmetszet is.

Osszegezve, a szivarvany szineit azokban az iranyokban latjuk legerésebbnek, amelyekben az
egyes szinekhez tartozo differencialis hatéskeresztmetszetek szingularisak. Ezeket a szogeket a f6- és
mellékszivarvany esetében a (8) képletbdl szamolhatjuk ki, és numerikus értékei az 1. tablazatban
talalhatok. Mivel a (3) képletben adott 6(b) fiiggvénynek csak p > 1 mellett van szélsGértéke,

1A b(0) fiiggvényt geometriailag a 4. Abréan lathaté 6(b) fiiggvénynek a 45°-os egyenesre valé tiikrozésével kaphatjuk
meg.



szivarvanyt csak ekkor figyelhetiink meg. A magasabb rendii szivarvanyokra (p > 3) a differencialis
hataskeresztmetszetet az elGbbiekhez hasonl6an, altalaban csak numerikusan hatarozhatjuk meg.

Itt jegyezziik meg, hogy a 4. abra alapjan fészivarvanyra, adott szini fényre a 6 szorasi szog
nagyobb a p = 2-nek megfelel§ 6.-nél, mig a mellékszivarvany esetén a szorasi szog kisebb a p = 3-
nak megfelelg 0.-nél. Mivel 0.(p = 3) < 0.(p = 2), e két szog kozti iranyokbol az adott szini
fény sem a fGszivarvanybol, sem a mellékszivarvanybol nem juthat a szemiinkbe. A két szog kozti
irAnyban, a f6- és mellékszivarviany kozott egy sotét tartomény alakul ki, a bevezetGben emlitett
Alexander-féle sotét sav. Az 1. tdblazatbol lathatod, hogy m — 0. értéke fészivarvany esetén vords
szinre a legnagyobb, mellékszivarvanynal pedig voros szinre a legkisebb. Igy az 1. tablazat numerikus
adataival az Alexander-féle sotét sav a 42, 5° és az 50, 1° szogek kozti irdnyban lathato.

Végiil fontos hangsiilyozni, hogy a Descartes-féle elmélet szerint a szort fény intenzitasa nem fiigg
a vizcsepp méretétsl és a fény hullaimhosszatol. A szivarvany jelenségének megértésében tovabb-
lépés Descartes utan kozel kétszaz évvel kovetkezett be. Az 0j elméletekben a fénynek korabban
ismeretlen tulajdonsiga, a hulldmtermészete kap alapvetd szerepet. Ezek az elméletek, a szivarvany
pontosabb leirdsan til, nagy hatassal voltak az egész optika tudoményara is. A kovetkez6 fejezetben
a szivarvanynak a fény hullaimtermészetén alapuld elméleteit ismertetjiik.

2. A szivarvany és a fény hullAmtermészete

Kozismert a fény két alapvetd, a fény tranzverzalis hullamtermészetébdl fakado tulajdonséga. Az
egyik a fény polarizaci6ja, a mésik az interferencia-képessége. A szivarvany jelenségének jobb megér-
tésében nem tekinthetiink el a fénynek e két tulajdonsagatol. Torténeti szempontbol ezen a téren az
elsé elérelépés a csodagyerek Thomas Young nevéhez fizédik, aki a szivarvanynak a fénysugarak inter-
ferencidjdra épiils elméletét 1804-ben dolgozta ki. Roviddel ezutan, 1808-ban a francia Etienne-Louis
Malus mérndknek, és tole fiiggetleniil 1815-ben az angol David Brewsternek a polarizacidval kapcso-
latos megfigyelései ramutattak Young elméletének hidnyossidgaira. A polarizacio jelenségét késGbb
Augustin-Jean Fresnel is tanulmanyozta, és 6 kozolte 1817-ben a rola elnevezett Fresnel-formuldkat.
A Young-elmélet donts cafolatat végiil 1838-ban Airy adta meg, aki a szivarvanyt elhaglasi (diffrak-
cios) jelenségként értelmezte. Mindenesetre, Young tttord szerepe vitathatatlan, hiszen a Newton 6ta
kialakult vitdban, miszerint a fény részecske vagy hullamtermészetii, az 6 munkéssiga meghatarozo
jelentségiinek szamitott. A kérdésrdl kitling torténeti attekintés talalhaté Simonyi kényvében [5].
Ugyanakkor, az Airy-elmélet sem tartalmazta a fény polariziciojat, és a késébbi kutatasok alapjan
kideriilt ennek az elméletnek a kozelitd jellege, és az érvényességi hatéra is.

Ebben a fejezetben attekintjiik a szivarvany jelenségében a polarizicio szerepét, majd a hazai iro-
dalomban kevéssé ismert Young- és Airy-elmélet alapjait ismertetjiik, és szolunk azok hidnyossagairol
is. Talan elfogultsag nélkiil allithatjuk, hogy Young és kiilonésen Airy elmélete tudomanytorténetileg
is nagyszeri szellemi teljesitménynek tekinthetd, és igy azok részletesebb bemutatésa nem hidbavalé.

2.1. A polarizacié

A fény egyik fontos jellemzGje a polarizacié. A fény transzverzalis hullam, melyben mind az elektro-
mos, mind a méagneses tér meréleges a fény terjedésének iranyara. Egy tordfeliiletre érkezd fénysugér
elektromos téreréssége mindig felbonthaté a beesési sikkal parhuzamos és arra mer6leges kompo-
nensre. Altalanosan a fény e két fiiggetlen polarizacio ,keveréke”. Példaul a napfényben a kétféle
polarizacié egyenlé mértékben, véletlenszertien van jelen, ezt polarizdlatlan vagy ,természetes” fény-
nek is szokds nevezni. A visszavert fénysugar intenzitasa a parhuzamosan és merglegesen polarizélt



fényre a Fresnel-formulak alapjan (lasd példaul [16,17]):

n-nEged (1)
I =TI+ % (12)

ahol I(‘)‘ és I a bejove fény intenzitdsa parhuzamosan, illetve merélegesen polarizalt fényre, o és

0 pedig a beesési és a torési szog, melyek teljesitik az (1) Snellius-Descartes-térvényt. A 8. abra

mutatja a visszavert fény intenzitasat ( fiiggvényében a kétféle polarizacional. Az abran lathato,
I
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2.

8. abra. A visszavert fény I intenzitasa (%-ban) merélegesen (folytonos vonal) és parhuzamosan
(szaggatott vonal) polarizalt voros szint fényre a [ torGszog (fokokban mérve) fiiggvényében. A
fiiggtleges vonal a gorbék értelmezési tartomanyanak hatarat, a teljes visszaver6dés «, hatarszogét

jeloli.

hogy parhuzamosan polarizalt fény esetén a visszavert fény intenzitasa egy bizonyos (g szognél
zérussa valik. Ennek oka, hogy a (11) képlet nevezdje végtelen, ha o + 3 = m/2. Felhasznalva
az (1) Snellius—Descartes-torvényt azt kapjuk, hogy az tn. g = arcctgn Brewster-szignél lesz a
visszaver§d6 parhuzamosan polarizalt fény intenzitasa zérus. A harom alapszinre a Brewster-szog:
B = 36,9° (kék); 36, 8° (z6ld); 36, 7° (vords).

Az 1. tablazatban megadott torésmutatok alapjan a teljes visszaver6dés kék, zold és voros szi-
neknek megfelel6 hatarszogei: o, = arcsin% = 48,8°% 48,5° 48,3°. A 3. abra szerinti 3 sz0g
Cartesius-sugarmenetre és f6szivarvanyra a harom szinnek megfelelGen rendre a [, = 40,4° (kék);
40, 1° (z6ld); 39, 8° (voros) értékeket veszi fel (a 2-es index p = 2-re utal). Innen latszik, hogy egyik
esetben sem 1ép fel teljes visszaverGdés a vizcsepp hataran. Hasonl6 a helyzet mellékszivarvanyra
is, ekkor a harom alapszinre (3 = 45,6° (kék); 45,4° (zold); 45,1° (voros). Mivel a vizcseppen
beliil nincs teljes visszaver6dés, az észlelt kiléps fény intenzitdsa jelentGsen lecsokken a bejovéhoz
képest. Lathato, hogy a (35 szog Cartesius-sugarmenetre és fGszivarvanyra kozel esik a fenti Brewster-
szogekhez. Igy a parhuzamosan polarizalt fény intenzitasa joval kisebb a merélegesen polarizalthoz
képest.

A vizcseppbdl kilép6 fényben a kétfajta polarizacio ardnyat meghatérozhatjuk példaul a polarizé-
latlan napfény esetében. Feltehetjiik, hogy a bejovs egységnyi intenzitasi fényben a parhuzamosan és
merdlegesen polarizalt rész intenzitésa azonos. A (11) és (12) Fresnel-formuldkat hasznéalva a fénynek
a vizcsepp feliiletén val6 torése, p — 1 szamu visszaverddése, és ismételt fénytorése utéan a kiléps fény
intenzitasanak aranya a bejoévéhoz képest:

1 = [H—l-[J_, ahol
g2 (e—0)] (tg (a—B)
I = F‘@%a+m}(w%a+m) ’ 13

Lo- [y ey
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A képletek alapjan Cartesius-sugarmenet és fGszivarvany esetén merélegesen polarizalt fényre a ki-
1ép6 és belépd fénysugér intenzitdsanak aranya kb. 9 %, mig parhuzamosan polarizalt fényre ez az
érték 0,4 %. Igy a szivarvanybol szemiinkbe gyakorlatilag csak merdlegesen polarizalt fénysuga-
rak érkeznek. Egy lineraris polarsztirén keresztiil nézve a szivarviny egy-egy szakasza eltiinik, ha a
polarsziir6t 90°-kal elforgatjuk.

A szivarvany polarizacios sajatsdgainak mérése meglehetGsen fiigg a szerencsétél, mivel a tiine-
mény észlelhetGsége megjoésolhatatlan. Egy szivarvany folbukkanasakor altalaban nincs kéznél pola-
riméter, mikor pedig van nalunk polariméter, akkor meg tobbnyire nincs szivarvany. Igy szabalyosan
vadaszni kell ra, mikozben magunkkal hurcoljuk a polariméteriinket. Ez az oka annak, hogy csak
2003-ban sikeriilt elGszor képalkoto ,polarimétervégre” kapni egy szivarvanyt [18,19], amikor 180°
latoszogl képalkotd polarimetriaval elkésziilt egy tengerparti kettés ivi (f6 és mellék) szivarvany
polariziciés mintazata a spektrum vords, zold és kék tartoményaban. Ennek elemzésével szamos
korabbi szadmitas helyességét lehetett ,latvanyosan” igazolni.

A szivarvanybdl a szemiinkbe érkez6 fény intenzitasanak szogfiiggéséhez a differenciélis hataske-
resztmetszetet meg kell szorozni a (13) polarizacios tényezével. Ugyanakkor a szivarvinynak a (8)
képlettel adott szoge valtozatlan, hiszen a differencialis hataskeresztmetszet szingularitasanak helyét
a polarizicios tényezé nem modositja.

A vizcseppbdl kiléps fény intenzitasa a (13) szerinti polarizacios tényezé miatt hatvanyszertien
csOkken p novelésével. Ezért a természetben a magasabb rendd szivarvanyokat (p > 3) nehezen
figyelhetjiik meg. Raadasul az égbolt hatterének fénye, illetve a vizcsepp feliiletérsl kozvetleniil
(p = 0) és a vizcseppen athaladé (p = 1) fény intenzitéasa is elnyomja a magasabb rendi szivarvanyok
intenzitasat. A Descartes-féle intenzitésfiiggvényt illetGen tovabbi részletek talalhatok példaul Walker
cikkében [14].

2.2. Jarulékos szivarvany: Young-elmélet

A bevezetSben emlitettiik, hogy idénként a fGszivarvany bels6 korive alatt Gn. jarulékos szivarvanyt
is megfigyelhetiink. Mivel nagyon ritkdn lathatunk hasonlé jarulékos koriveket mellékszivarvanyban,
csak a foszivarvannyal kapcsolatos jelenséget vizsgaljuk. ElsGként Thomas Young, 1804-ben adott
magyarazatot a jarulékos szivarvanyra. Sajnos a Young elméletébdl kapott intenzitasnak a szogfiig-
gése nincs 0sszhangban a megfigyelésekkel. Errdl a kés6bbiekben részletesen szélunk. Ennek ellenére,
a jarulékos szivarvany alapvetGen csak az interferencidk figyelembevételével magyarazhatd. Young
eredményei, illetve azoknak fogyatékossaga alapvetGen befolyisolték a szivarvany jelenségének, és az
egész optikanak a kutatési irdnyvonalat. Ezért ebben a részben roviden vézoljuk Young elméletének
lényegét.

Korabban lattuk, hogy adott 6 szorasi szoghoz két kiilonbozd iitkdzési paraméter tartozik, ha
0. < 6 < 6* (lasd a 6. abrat). Jeloljiik ezt a két, 6 szogtdl fliggs, litkozési paramétert ba-val, illetve
bp-vel! Ezek a b(0) inverz fiiggvény két dgahoz tartozo értékek. E két iitkozési paraméterrel bejovs
parhuzamos fénysugarak a vizcseppbdl ismét parhuzamosan 1épnek ki, hiszen mindkét fénysugarnak
a szorasi szoge 6. A 9. abra két ilyen fénysugar menetét mutatja. Az abrabol lathato, hogy a két
fénysugar egy pontban verddik vissza a vizcsepp feliiletérsl. Valoban a 3. abra alapjan konnyt belatni,
hogy ezen a ponton és a kor kozéppontjan dtmend egyenes a bejovs (vizszintes) fénysugarral 26 —a =
(m — 0)/2 szoget zar be. Mivel a két fénysugarra a 0 szog azonos, a két fénysugar visszaverGdése a
vizcsepp ugyanazon pontjan torténik. Kiszamithatjuk e két fénysugar kozti optikai utkiilonbséget is,
azaz a by és bp litkozési paraméterektsl fiiggd valosagos tutkiilonbségek és a vizesepp torésmutatdjanak
szorzatat. A 9. 4bra alapjan egyszerti geometriai megfontolasokkal adott 6 szorasi szog mellett a d
optikai utkiilonbségre a kovetkezst kapjuk:

d(0) = 2R (2\/n2 —13(0) — 2/n? — 3(6) — /1 - 3(0) + /1 - bQB(H)) , (14)

ahol by (0) és bp(0) a (10) egyenlet pozitiv megoldasai adott 6 mellett. A fenti kifejezésben az elss két
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9. dbra. A két fénysugar az tutkiilonbség miatt interferal. Az abra szerinti fénysugarak palyajat a
voros fényre vonatkozé torésmutatoval és 6 = 146° szorési szoggel szdmoltuk.

tag a vizcseppben, mig az utolsé két tag a levegGben halado fénysugarak kozti optikai atkiilonbséget
adja. A két fénysugar utkiilonbségébdl ad6do interferenciaképben az intenzités 6 szoérasi szogtél valo
fliggése:

16) =1+ cos kd(0), (15)
21,

ahol Iy a két interferalo fénysugér intenzitasa (kiilon-kiilon) a vizcseppbdl vald kilépés utan, és k =
27/ a levegdben terjed A hullamhosszisagn fénynek a hullamszéama. A 10. abra a kiilonb6z6 szint
fénysugarakra a (15) képlet alapjan szamolt intenzitasok szorasi szogtdl valo fiiggését mutatja. Az
abrabol lathato, hogy az els6 maximum éppen 60.-nél van. Ez érthetd, hiszen ekkor ba(60.) = bp(6.) =
b., és igy az optikai utkiilonbség d(f) = 0. Az adott szini jarulékos ivek a tovabbi maximumok

voros zold kék

G I ©2 B \O R O N OV S

10. abra. Az interferalo fénysugarak intenzitasa 6 fiiggvényében voros, zold és kék szinekre (az elss
maximum hely egybeesik a Descartes-elmélet altal megadott irdnyokkal). Az egyes szinek hulldm-
hosszait rendre 650; 520 és 430 nm-nek, mig a vizcsepp sugarat R = 0,05 mm-nek vettiik. A
torésmutatok az 1. abranal talalhatok. Az intenzitas I, egységekben van megadva.

irAnyaban keletkeznek. A maximumok helye fiigg a vizcsepp R sugarénak és a fény A\ hullamhosszanak
aranyatol. Az egyes maximumok annél stiriibben kovetik egymaést, minél nagyobb az R/\ arany. A
szivarvanyban a vizcseppek atmérgje a 0,01 mm-t6l néhédny mm-ig valtozhat. Az interferenciabol
adodo jarulékos iveket legjobban kozvetleniil a f@szivarvany bels6 korive alatt lathatjuk. Azonban
a természetben, az egyébként is igen ritka esetben, egy-két jarulékos ivnél tobbet nem figyelhetiink
meg, mert az egyes maximumoknak az intenzitdsa rohamosan csokken a szorasi szog novekedésével.
Ez abbdl kovetkezik, hogy a (15) képletben az I intenzitas aranyos a szorasi hataskeresztmetszettel,
ami a 7. dbra szerint gyorsan csékken a szérasi szog novekedésével és zérus az Alexander-féle sotét
savban. Az intenzitdsnak ezt a csokkenését azért nem vettiik szamitasba a 10. 4bran, hogy minél

11



szembeot16bb legyen az Abra mondanivaldja. A kovetkezd fejezetekben olyan eredményeket mutatunk
be, ahol ezt a tényez6t és a polarizaciot is figyelembe vessziik.

Az interferenciakép elmosodhat a vizcseppek kiilonb6zé mérete miatt is. A kisméretii vizcseppek-
ben az egyes szinekhez tartozo interferencia-erGsitések atlapolodhatnak, a szivarvany egyes jarulékos
ivei fehérré valnak (ha egyaltalan még elég intenzivek). A 10. dbran példaul a masodik maximum
mind a harom szinre kozel azonos. Ezért fehérek és nem szinesek a viz-felhGk a szivarvanyszorasnak
megfelel6 szo6gekbdl nézve is, hiszen benniik igen apré vizcseppek vannak.

2.3. Airy-elmélet

Young interferencia-elméletével a szivarvany fébb vonisai magyardzhatok, legalabbis kvalitative.
Azonban egy pontos matematikai elmélet a szort fény intenzitasanak a vizcsepp méretétsl és a szo-
rasi szogtl valo fiiggésére még hidnyzott. Young elmélete szerint az Alexander-féle s6tét savban az
intenzitas zérus. Ugyanakkor a hullamelmélet szerint ilyen hirtelen valtozas nem léphet fel az in-
tenzitéas szogfiiggésében, hiszen az elhajlas miatt a geometriai optika szerint s6tét tartoméanyba, mas
néven arnyéktérbe is szérodik fény. Az intenzitas az arnyéktér és a megvilagitott tartomany kozott
folytonosan valtozik. Az elhajlas ezen jelenségének pontos (kvantitativ) leirdsa meglehetdsen nehéz
feladat. Jelentds el6relépés 1838-ban Airy-nek koszonhetd, akinek sikeriilt pontosabb matematikai
leirdst adni a szivarvanyrol, és megalapozni az elhajlas elméletét is. A kdvetkezGkben el6szor az
Airy-elmélet [20] alapgondolatat, majd annak matematikai részleteit ismertetjiik.

A vizcseppre kiilonb6z6 beesési szoggel érkezd koherensnek feltételezett ,fénysugarak” azonos id6
utan kiilonboz6 utat tesznek meg. Ezért a 11. 4bran lathato, a bejové fénysugarakra meréleges AB
egyenes alaki (az abran a bejovs sikhullam frontjanak egy metszete lathato) hullamfront a vizcsepp-
b6l kilépve nem lesz egyenes. Kiszamitottuk, hogy miként torzul az egyenes hullamfront a vizcseppen
val6 athaladas utdn. Az abran a hullamfront A,C) B, és A;Cy B, alakja lathato két kiilonb6zds id6pil-
lanatban. Az els6 esetben az eredeti hullamfront A pontjén 4tmend fénysugar a belsé visszaver§dés
utén éppen visszatér az A pontba (ez az A; pont), mig a masodik eset egy késébbi id6pillanatnak felel
meg. Lathatd, hogy a két hullamfront a C}, illetve a C5 pontokban ,megtorik”. Ennek jelent&ségére
az alabbiakban még visszatériink. Ha a kimend fénysugarakat visszafelé meghosszabbitjuk (az dbran
a szaggatott vonalak), akkor ugy is elképzelhetjiik, mintha a kilépés utan kialakult hullamfront az
A’B’ hullamfrontbol fejlédott volna ki. Ezt a hullamfrontot is az eléz6ekhez hasonléan szamoltuk
ki, csak az A;C}B; hullamfront kialakulasidnak megfelel6 id6pontnal korabbi id6pillanatot vettiink.
A hullamfront minden elemi szakasza tovabbra is meréleges lesz az adott elemi szakaszon atmend
fénysugarra.

Richard Potter, Airy cambridge-i munkatarsa, vette észre 1835-ben, hogy az azonos iranybol
érkez$ és a vizcseppen athalado kiilonboz6 fénysugarak kausztikdt eredményeznek. A kausztika a
sugdrmenetek burkoléja, ahol a fény intenzitasa mindig nagy. Az egyik legismertebb kausztika a jol
megfigyelhet6 fényes, ,csticsos” alakt gorbe, amely egy pohar aljan lathato, amikor a feliilrél beesd
fény a pohar bels6, tiikroz6 falarol visszaverddik. A 12. abran megszerkesztettiik a gombtiikorre
parhuzamosan bees6 fénysugarak utjat a visszaverddés utan. Ezeknek a fénysugaraknak a burkoloja
eredményezi a kausztikat. Potter megmutatta, hogy szivarvinynal a Cartesius-sugarmenet is egy
kausztikdnak tekinthets. Esetiinkben kétfajta kausztika létezik: egy wvalds kausztika és egy ldtszo-
lagos (virtudlis) kausztika. Ha példaul az A;C; hullamfronton merélegesen athaladé fénysugarakat
visszafelé meghosszabbitjuk, akkor azok burkol6ja a latszolagos kausztikat eredményezi. Ugyanakkor
a (1B hullamfronton merélegesen athaladé fénysugarak burkoldja a Cartesius-sugarmenet, ami a
valos kausztikdnak felel meg. A kausztikanak, a szivarvanyhoz hasonléan, van egy vilagos, illetve egy
sotét tartomanya, és koztilk az intenzitas folytonosan valtozik. Igy egy szivarvanyban a szort fény in-
tenzitasanak kiszamitésa hasonl6 (de nem teljesen azonos) feladat, mint a kausztikira meghatarozni
az intenzitas eloszlasat. A kausztikdra vonatkozd szdmitasok matematikai részletei megtalalhatok
példaul a Landau-sorozat II. kitetében a 198. oldalon [21].

Térjiink vissza a szivarvany probléméjahoz! Airy a hullamterjedés leirdsdhoz a 17. szdzadban
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11. abra. A kezdeti AB egyenes alakt hullamfront két kiilonb6z6 idépillanatra kiszamitott alakja: a
gorbiilt A;C} By és AyCy By hullamfrontok (az A; pont egybeesik az A ponttal). Az A’B’ hullamfront
egy latszolagos front, a szaggatott vonalakkal jelolt sugarak hullamfrontja. Az A;C)B; hullamfront
Py pontja az AB hullamfront egy tetsz6leges P pontjanak felel meg. A D és D’ pontokon atmend
vastag vonal a Cartesius-sugarmenetet jeloli.

12. abra. Homoru tiikorrél visszaver§dé fénysugarak burkoldja kausztikat eredményez.

Christiaan Huygens (kés6bb Fresnel altal tokéletesitett) elvet alkalmazta. A Huygens-Fresnel-féle
elv szerint a hullaimfront minden pontjaban a hulldim amplitidéja egy korabbi hullamfront Gsszes
pontjabol jovo elemi gombhullamok szuperpozicidja. Ebbs] kovetkezik, hogy ha ismerjiik az ampli-
tadot egy hullamfront minden pontjaban, akkor meg tudjuk hatérozni a tér barmely pontjaban az
amplitudot. Airy kezdeti hullamfrontnak az A’B’ hullamfront kozelité alakjat hasznalta. Sajnos az
amplitidoé eloszlasat nem ismerjiik ezen a hullaimfronton, csak feltevéssel élhetiink, remélve, hogy az
eredmény a valosagos helyzetnek egy jo kozelitése. A legegyszertibb feltevés, hogy az amplitudo a
hullaAmfront minden pontjaban azonos, ami egyébként a szokasos feltevés a fényelhajlas elméletében
is. Tovabbiakban ismertetjiik Airy gondolatmenetének matematikai részleteit, kovetve a Humphreys
konyvében |22] talalhatd, a mai matematikai fizika nyelvezetére és lehetGségeire altalunk adaptalt
levezetést.

A hullamterjedés matematikai targyalasa szempontjabol az A’ B’ és az A;C By hullamfront egyen-
értéki. Igy elegendd az utébbi hullamfront alakjat meghatarozni. Tekintsiik a 11. 4bran lathaté AB
hullamfront egy tetszéleges P pontjan athalado sugarmenetet, és jel6ljiik ennek végpontjat az A, C By
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hullamfronton Pj-vel! Ez a sugarmenet a 13a abran kiilon is lathato (a koordinata-rendszer x tengelye
egybeesik a fény beesésének iranyaval). Az AB hullamfront A, illetve P pontjabol indul6 fénysugarak

b) y

0c-90°

P(x.y)

13. abra. (a) A bejovs hullamfront egy kiszemelt P pontjan atmend fénysugar az A;C1 By hullamfront
P; pontjaba jut el, ami legyen s téavolsagra a vizcsepptSl. (b) Az x és y koordinata-tengelyeknek
az Oramutato jarasaval megegyez$ iranyban 6. — 90° szoggel torténd elforgatasaval nyert aj (u,v)
koordinata-rendszer.

azonos id6 alatt jutnak az A;C) By hullamfront A, illetve P, pontjaba (az A; pont egybeesik az A
ponttal). Legyen ez utobbi pont s tavolsagra a vizcsepptSl! A szamitést az altalanos esetben, p-ed
rend( szivarvanyra (azaz, ha p szamu hir van a vizcseppben) végezziik el. Ekkor a 13a abra alapjan
az azonos idGk feltétele a kovetkezs egyenletre vezet: R(1 — cos )+ 2npRcos + s = 4nR, ahonnan
a vizcsepp és a P, pont kozti s tavolsag kifejezhets:

s=R[2np (1 —cos ) — (1 — cosa)]. (16)
A P, pont koordinatai s ismeretében felirhatok:

x = Rcos (0 — a) + scos 0, (17)
= —Rsin (0 — ) — ssin 6, (18)

ahol a 6 szorasi szoget a (3) egyenlet adja meg.

Kés6bb latni fogjuk, hogy az Airy-elmélet csak a Cartesius-sugarmenethez kozeli irdnyokban ad
jo kozelitést a szort fény amplitadojara. Igy feltessziik, hogy a vizcseppbe belépd fénysugar beesési
sz0ge a = a. + ¢, ahol |e| < 1 és a. a (7) képlettel adott Cartesius-sugar beesési szoge.

A levezetés dont6 lépése, hogy a hullamfront kiszamitasdhoz a Py pont (17) és (18) egyenletekkel
adott (x,y) koordinatait e-ban harmadrendig fejtjiik sorba. A szamitasoknal figyelembe kell venni,
hogy (3, 6 és s is fligg az o sz6gon keresztiil e-t6l, és igy konnyen belathatd, hogy a feladat meglehe-
tésen bonyolult. A Humphreys kényvében [22] kozolt levezetés is tobb oldalas. Szerencsére a mai, a
matematikai szimbolumokat is kezel6 programokkal, mint példaul a Mathematica vagy a Maple, ez
a feladat kénnyen megoldhat6. Az A’B’ hullamfront alakjanak meghatarozasihoz célszerii elforgatni
a 13b abra x és y koordinata-tengelyeit az 6ramutato jarasaval megegyezs iranyban 6, — 90° szoggel.
Az igy kapott tengelyeket jeloljiik u-val és v-vel, ahogy ez a 13b abran lathato! Mivel ¢ < 1, be-
lathato, hogy a v tengely nagyon jo kozelitéssel megegyezik a 11. abran azzal a szaggatott vonallal,
amelynek meghosszabbitasa atmegy a D’ ponton. Ebben a koordinata-rendszerben a P, pont (u,v)
koordinataira e-ban harmadrendig szamolva a kovetkez6t kapjuk:

u = up + € R cos a, (19)
2
-1
v = vo—° R p3p2 sin a., (20)
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ahol ug = Rsina, és vg = 2R [(p* — 1) cosa, + 3 — np]. Kikiiszobolve e-t, és felhasznalva (7)-t:

V— vy = (u—u0)3, (21)

3R?
ahol ) ) S—
h= (f_l) o (22)
p?P(n?—1)V n2—-1

Ez a hullamfront keresett, kozelité alakja. Az v(u) fliggvény harmadfoki polinom. A (22) képlet
szerint n = 1,33 nagysagu torésmutatoval szamolva, p = 2 esetben h = 4,98 adodik. Ha s értékét
(lasd a (16) egyenletet) ugy valasztjuk meg, hogy a harmadfoku polinom inflexiés pontja egybeessen
az A’ B’ latszolagos hullamfront inflexiés pontjaval, akkor e-ban harmadrendig csak ug és vy értéke

fog valtozni a (21) képletben.

Most kiszamitjuk a A’ B" hullamfrontbél a megfigyel6hoz érkezé fényhullamok szuperpoziciojat. A
tavoli megfigyel6hoz lényegében parhuzamos fénynyaldb érkezik, és ilyenkor a Fraunhofer-féle elhajlasi
képletet hasznalhatjuk [21]. A szamitashoz vegyiik a koordinata-rendszer O kozéppontjat az A'B’
inflexi6s pontjaban, ahogy ez a 14. 4bran lathaté. Az A’B’ hullamfront P’ pontja az AB hullamfront
egy tetsz6leges P pontjanak felel meg. A hullamfrontrol érkezé k hullaimszamu sikhullam elhajlasa

v

14. dbra. A hullamfront és a megfigyel kozti d(6) utkiilonbség: OR — P'Q. A v tengely 6, iranyba
mutat, és a megfigyel6 0 = 6, + 0. szogben nézi a szort fény.

kovetkeztében a vizcsepptdl r tavolsagra 1évé megfigyel6 helyén a hullam amplitudéja:

r

Ag) = 1 / (RO gy, (23)

ahol d(0) a 0 iranybol érkezs fénysugarak utkiilonbsége. Itt hasznaltuk fel Airy hipotézisét, mely sze-
rint az A’B’ hullamfront minden pontjaban azonos a hullaim amplitudéja (a képletben egységnyinek
vettiik). Ellenkezs esetben a fenti integralban megjelenne az amplitud6 ismeretlen eloszlasfiiggvénye
is, ami lehetetlenné tenné az integral kiszamitasat.

A 14. abra alapjan meghatarozhatjuk a d(6) utkiilonbséget:

3
d(f) = OR — P'Q = (—u)sinfy — vcosfy = % cos 0y — usin O, (24)
ahol 8;, =6 —6..

Azonban még nem ismerjiik az integralasi tartomany hatarait. Az integral értékéhez jelent&sebb
jarulékot csak abban az esetben kapunk, ha d(f) nem tér el lényegesen a fény hullamhosszatol.
Legyen a hullamfront u koordinataju pontjahoz kozeli, két egyméastol du tavolsagra 1évé pontjabol
érkez6 fénysugarnak a megfigyel6tsl mért utkiilonbsége d(6) = A/2. Ekkor ezek a fénysugarak a
megfigyelénél kioltjak egymast, és a (24) képlet alapjan du ~ AR?*/(2hu?). Azt latjuk, hogy u
novekedésével a hullamfrontnak az a du-nak megfelel6 része, ami az interferencidban méar kioltast
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eredményez, u>-tel aranyosan csokken. Példaul R = 1 mm-t, A\ = 500 nm-t véve még u = 0,1 mm-
nél is Su = 5 ym adodik. Igy az integral értékéhez csak az u = 0 pont kbzvetlen kornyezete ad jelentds
jarulékot, az A’B’ gorbe tavolabbi részei nem. Ez az érték tehat jo kozelitéssel fiiggetlen a gorbe A’
és B’ végpontjanak helyzetétdl, ezért e pontok helyzetét nem is sziikséges ténylegesen kiszamitanunk.
Ehelyett az integralas hatarait, az integral értékének lényeges megvaltoztatasa nélkiil, kiterjeszthetjiik
a —oo-t6l a +oo-ig.

Behelyettesitve (24)-t a (23) egyenletbe, azt kapjuk, hogy

2nR/r
(kR hcos(6 — 6,)]°

AB) = Ai(2), (25)

ahol Ai(z) az Airy-fiiggvény (korabban szivarvany-integralnak is nevezték):

Aifz) = = / " o (g +zt> dt, (26)

:% .

és
L kRsin(6 — 6,) -~ (27)
[kR hcos(0 — 0.)]?
A megfigyel6nél mérhet6 fény intenzitdsa aranyos |A(6)|*-tel (eltekintve a jelen esettdl, altaldban az
amplitudé komplex mennyiség). Mint latjuk az Airy-elméletbdl kapott intenzitis a kR dimenziotlan
paraméteren keresztiil fiigg a vizcsepp méretétsl.

Az Airy-fiiggvény tulajdonsagaibol két fontos megallapitast tehetiink azonnal (lasd pl. [21,23]; a
két konyvben a definicio kicsit eltér, mi az utobbit hasznaljuk). Egyrészt a fliggvény — ellentétben
a Descartes- és a Young-elmélettel — sehol sem szingularis, még 6 = 6.-nél sem (Ai(0) =~ 0,355).
Masrészt a fiiggvény 6 > 0. esetén (azaz, ha z < 0) oszcillal, a csticsok a jarulékos szivarvany szogeinél
vannak, mig 6 < f.-re (azaz az Alexander-féle s6tét savban) fokozatosan csokken 6 csokkenésével.

Az Airy-elmélet nem tartalmazza a polarizacios effektust. Talan hihetetlen, de ezt csak 1979-ben
Konnen és de Boer épitették be elgszor az elméletbe [24].

Az eddig ismertetett harom elmélet altal josolt intenzitas szorasi szogtsl valo fliggése lathato
a 15. abran. A széamitasokat Philip Laven programjaval végeztiik (a program ingyenesen letolthetd
az internetrdl [25]). A csak szogt6l fiiggs intenzitas vizsgalatihoz, az irodalomban szokisos modon,
célszerii az intenzitast I/(kr)® egységekben mérni, ahol I a vizcseppre érkezé k hullamszamiu fény-
nyalab intenzitasa, és r a vizcsepp és a megfigyel6 kozti tavolsdg. Az abrabol jol lathato, hogy az
Airy-elméletbél kapott elsé cstics 01 helye kissé nagyobb a Descartes-elméletbdl szamolt 6.-nél. Torés-
mutatonak n = 1,33-t véve, az els§ csicsnak a hullamhossztol és a vizcsepp sugaratol valo fliggésére
a kovetkez6t kapjuk: 0, — 6, = 0,51()\/R)2/  ami a 15. 4bra adataival 1,7° eltérést jelent. Innen
lathatd, hogy a fény hullimhosszahoz képest joval nagyobb méretii vizcseppek esetén a Descartes- és
az Airy-elmélet altal josolt szorési szogek jo kozelitéssel megegyeznek. A vizcsepp méretének csok-
kenésével az eltérés nG. A tobbi csiics helyének R-fiiggése is ugyanilyen. Ezzel fiigg Ossze az a tény,
hogy a jarulékos iveket mindig a f@szivarvany ivének legmagasabb pontjan figyelhetjiik meg, ahol a
vizcseppek mérete még viszonylag kicsi. Mikozben a vizcsepp esik lefelé, mérete fokozatosan ng, és a
csucsok egyre stirtibbek az intenzitasgérbében. Ugyanakkor, ttulsdgosan kis méretii vizcseppek esetén
(R < 0,05 mm) a kiilonb6z6 szinekhez tartozo csicsok atlapolodnak, a jarulékos ivek fehérré valnak.
A 15. abrabol az is szembetiing, hogy a Young-elméletbdl kapott jarulékos szivarvany szogei eltérnek
az Airy-elméletbdl kapott értékektsl. Tovabbi érdekes részletek és mérési eredmények talalhatok
Walker cikkében [14].

Az Eotvos Lorand Tudomanyegyetem, Szilardtestfizika tanszék kisérleti laboratériumaban Huhn
Andrasné végzett méréseket liveggombon lézerfény segitségével. A mérés elrendezése a 16. abran
lathato. Az iiveggdmbrdl szort fény intenzitdsat a tiikort6l nagy tévolsdgban egy fényelem méri,
amelyet vizszintes irdnyban egy léptetéGmotor mozgat finom lépéskozzel. A 12 mW-os lézerdidda
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15. abra. A Descartes-, a Young- és az Airy-elmélet Osszehasonlitasa f&szivarvany esetén. A sza-
mités polarizalatlan, voros szind fényre (A = 650 nm, n = 1,33) és R = 0,05 mm-es cseppsugarra
vonatkozik, a polarizacios tényezét is figyelembe véve. A Descartes-elmélet szerint, a (8) képletbsl
0, = 137,5° adodik f6szivarvanyra (p = 2). Az I intenzitast Iy/(kr)® egységekben szamoltuk, ahol
Iy a beesd k hullamszami fény intenzitasa, és r a vizcsepp és a megfigyel§ kozti tavolsag.

szamitogep

s P Omb
[ _liéptetébmotor 9

takor

detektor

16. dbra. A meérés elrendezése.

hullamhossza 650 nm. A szamitogép vezérli a motort és gytjti a detektor jeleit. Az Airy-elmélet és
a mérési eredmény Osszehasonlitasa a 17. Abran lathato.

Osszegezve, megallapithatjuk, hogy az Airy-elméletbsl kapott intenzitas szorasszogfiiggésében
mar nincs szingularis viselkedés, és a jarulékos ivek szogei is egyeznek a tapasztalattal. Késébb Gssze-
hasonlitjuk az Airy-elméletet a kovetkezd fejezetben ismertetett, egzaktabb eredményekkel. Latni
fogjuk, hogy az Airy-elmélet kvantitative is elég pontosan irja le a szért fény intenzitasanak szogfiig-
gését. JelentGsebb eltérések csak kis méretd vizcseppek esetén (R < 0,1 mm ), 6.-nél joval nagyobb
szogértékeknél, illetve magasabb rendd szivarvanyok esetében addédnak. A mésik hidnyossiga az
Airy-elméletnek, hogy a kezdeti hullimfront mentén az amplitiidéeloszlast egyenletesnek veszi. Ezt
a probléméat csak a Maxwell-egyenletek megoldasaval kezelhetjiik. A kovetkezd fejezetben vazoljuk
azt az egzakt elméletet, amelyet a Maxwell-egyenletek alapjan kapunk a szivarvinyra, mint szoérasi
jelenségre.

A fejezet befejezéseként talan egyetérthetiink a kdvetkezG gondolattal: csak csodédlni lehet Airy
tudomanyos elérelatasat, hogy a sorfejtést harmadrendig végezte el, hiszen a fizikaban leggyakrabban
elegendd els6 rendig szdmolni. Munkajanak értékét az is noveli, hogy a végs6 eredményében szerepls
integralt nyilvanvaléan szamitogép nélkiil kellett kiszamitani.
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17. abra. Az Airy-elmélet és a mérési eredmény Osszehasonlitasa f@szivarvany (p=2) esetén. A
szamitas és a mérés polarizalatlan, voros szini fényre (A = 650 nm, n = 1,467) és R = 5,25 mm-re
vonatkozik (kR = 50750). A fiigg6leges vonal a (8) képletbdl szamolt 0.(p = 2) = 154, 04° szorasi
szognek felel meg. A mért és a szamolt intenzitést az els§ cstcs intenzitdsanak egységében adtuk
meg.

3. Az egzakt leiras

3.1. Mie-elmélet

Az Airy-elmélet egyik dimenzidtlan paramétere a kR mennyiség, ahol k = 27/ a fény hullamszama.
Az elmélet kielégitGen magyarazza a szivarvany legfontosabb jellemz6it, ha kR > 5000. Latni fogjuk,
hogy az Airy-elmélet eredményei ennél kisebb értékekre mar eltérnek az egzakt szamitasoktol, azaz
ha a vizcseppek mérete kisebb 0,1 mm-nél. Régton felmeriil a kérdés, mit tekintiink egzakt megol-
dasnak? Meglepd modon, Airy 1838-as eredményeit kivetGen, fél évszazadot kellett varni a valaszra.
James Clerk Mazwell 1862-ben megjelent On the Physical Lines of Force cimi cikkében szerepelnek
el6szor a Maxwell-egyenletek. Ezen egyenletek alapjan tetszéleges méretd és térésmutatoja géomb
alaki anyag fényszorasara els6ként 1890-ben Ludvig V. Lorenz [26], majd joval késGbb, téle fiiggetle-
niil, 1908-ban Gusztav Mie |27], és egy évvel kés6bb henger alaku szorotestekre Peter J. W. Debye [28|
vezetett le analitikus megoldéast. Az irodalomban leggyakrabban, méltatlanul nem emlitve Lorenz és
Debye nevét, az egzakt elméletet egyszeriien Mie-elméletnek nevezik.

A fizika szamos teriiletén felmeriil6 szorasi problémanak a matematikai részletei meglehet&sen
bonyolultak, ezért itt azokat nem ismertetjiik. A Mie-elmélet matematikai részletei szamos helyen
megtalalhatok, mint példaul Born és Wolf konyvében [29], de egy tomor és jol kovethetd levezetés
talalhato Weiner és tarsai cikkében [30] is. A Mie-elmélet alapjair6l magyar nyelvii Gsszefoglalot
Ldszlé Istvdn tanulmanyaban [31], illetve Mészdros Ernd altal szerkesztett konyvben [32] talalhat az
olvas6. Az elmélet alapgondolata a kovetkezs: a forrasmentes esetben érvényes Maxwell-egyenleteket
kielégit6 E elektromos és B mégneses tereket kifejezhetjiik egy 1 skalarfiiggvénnyel, amely teljesiti
az alabbi Helmholtz-egyenletet:

V) +n?k*) = 0. (28)

A bejove elektromagneses sikhullamot, a vizcsepp altal szort és a vizcseppen beliili elektromagneses
tereket a problémahoz jobban illeszked6 gombhullamok szerint sorfejtve, a sorfejtési egyiitthatokat
a vizcsepp hatérfeliiletén érvényes peremfeltételekbdl hatdrozhatjuk meg. A gombhulldmok szerinti
sorfejtésrél bévebbet példaul Jackson konyvében [17] talalhat az olvaso. Ismerve a sorfejtési egyiitt-
hatokat (Mie-egyiitthatok), a tér barmely pontjaban felirhatjuk az elektromos és a magneses teret.
Az eredmény egy végtelen sor Osszegeként all el6. Ezt a megoldast tekintjiik az egzakt megoldasnak.
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Az elektromégneses tér ismeretében kiszamithatjuk az energiadramlasra jellemz§ Poynting-vektort,
ebbdl pedig a szort fény intenzitasdnak szogfiiggését, illetve a differencidlis szorasi hataskeresztmet-
szetet, ami kiilonbozik az 1.2. fejezetben ismertetett klasszikus differencialis szorasi hataskeresztmet-
szettol.

Annak ellenére, hogy a megoldas elvileg egzakt, numerikus szempontbol csak az utobbi évtize-
dekben, a szamitogépes lehet&ségek javulasaval sikeriilt kezelni a problémat. Ennek & oka, hogy a
terek kiszdmitasdhoz tipikusan &R szami igen bonyolult tagot tartalmazoé sort kell 0sszegezni, ami
rdadéasul nagyon lassan konvergal. Ezért a nagyméretli vizcseppek numerikus vizsgilata gyakorla-
tilag lehetetlen volt hatékony szdmitogépek nélkiil. Nem csoda, hogy a Mie-elmélet korabban nem
kapott kell§ figyelmet, illetve csak kozelité megoldasok szarmaztatasara szolgalt alapul. Ezeket a
kozelité megoldasokat lényegében a Mie-elméletbdl nyert sor atrendezésével kaphatjuk. A szivarvany
jelenségének jobb megértésében a kozelité modszerek és eredmények komoly szerepet jatszottak, és
jatszanak ma is. A szamitogépek sokat segitenek, s6t talan nem merész az az allitas, hogy ezzel
egyiitt az analitikus vizsgélatok egyre jobban hattérbe szorulnak. Nehéz megtalalni a bolcs kozép-
utat a két kutatési iranyvonal kozott, hiszen sok esetben a szamitogépes eredmények inspiraljak
a mésik vonalon torténd kutatasokat. A szivirvanynak a Mie-elmélet alapjan térténé numerikus
vizsgélataban szamos probalkozas tortént a szamitogépek megjelenése ota, melyek koziil az egyik
legfontosabb Wang és van de Hulst munkaja [33]. Az 6tletes numerikus modszerek alkalmazasaval si-
keriilt nekik megbizhatéan pontos eredményeket kapni viszonylag kis gépid6é mellett akar kR = 50000
értéknél is. Igy megnyilt az ut a hatékony numerikus vizsgalatok el6tt, és azéta tobbféle programot
is kifejlesztettek. Ma mar egyszerti személyi szamitogéppel is percek alatt kaphatunk eredményeket
még kR > 50000 esetén is. Egy ilyen programot méar kordbban hasznaltunk [25] a 15. dbra kapcsén.

A 18. abréan Gsszehasonlitottuk az egzakt Mie-, és az Airy-elmélet alapjan kapott intenzitas szog-
fiiggését f6- és mellékszivarvanyra, viszonylag nagymeéretii vizcsepp esetén figyelembe véve a (13) pola-
rizécios tényezot is. Az abran a tajékozodas céljabol berajzolt két fiiggbleges vonal a (8) egyenlet alap-
jan, a Descartes-elméletbdl szdmolt szorasi szogeknek felelnek meg. Lathato, hogy az Airy-kozelités
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18. abra. Az egzakt Mie- és az Airy-elmélet 6sszehasonlitasa f6szivarvany (p=2) és mellékszivarvany
(p=3) esetén. A szamitas polarizalatlan, voros szini fényre (A = 650 nm, n = 1,33) és R = 1 mm-re
vonatkozik (kR = 9666,5). A két fiiggdleges vonal a (8) képletbdl szamolt 0.(p = 2) = 137,5°
és 0.(p = 3) = 129,9° szorasi szogeknek felelnek meg a kétféle szivarvanyra. A jobb attekinthetd-
ség érdekében az intenzitdsok logaritmusat abrazoltuk. Az intenzitast a 15. &dbra felirataban adott
egységekben szamoltuk.

nagyon jol egyezik az egzakt eredménnyel. Azonban két dolog szembetiinG az abran. Egyrészt az
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egzakt intenzitas-gorbe az Airy-kozelitésbdl nyert, sima szogfiiggést mutatd gorbe koriil gyorsan ,,0sz-
cillal”. Masrészt az egzakt eredményhez tartozo intenzitas — ellentétben az Airy-elmélettel — véges
(azaz nem zérus) értéket vesz fel az Alexander-féle sotét savban. Igaz, hogy ez az érték koriilbeliil
0t nagysagrenddel kisebb a fészivarvany els6 csiicsdhoz tartozo intenzitashoz képest, és igy a gyakor-
latban ez a tartoméany valdjaban sotétnek tekinthets. Megmutathato, hogy az egzakt eredményben
tapasztalhato gyorsan oszcillalo viselkedés a 2. abran lathato, a vizcsepprol kozvetleniil visszaver6dd
(p = 0) és a f@szivarvany kialakulasaban szerepet jatszé (p = 2) fénysugarak interferencidjanak a
kévetkezménye [25,34]|. Az Alexander-féle sotét savban megfigyelt véges nagysagu intenzits is a
= ( fénysugarak szorodasabol adodik, melynek magyarazatara a kovetkezé szakaszban tériink ki.

Osszességében megallapithatjuk, hogy viszonylag nagy meéretii vizcseppek esetében az Airy-
elmélet (eltekintve az Alexander-féle s6tét savot) jol irja le a f6- és mellékszivarvanyt és azok jarulékos
iveit. A két elmélet 6sszehasonlitasaval kapcsolatos tovabbi részleteket példaul Lee munkajaban ta-
lalhat az olvaso [35]. Végiil megjegyezziik, hogy ma mar a kisérleti eredményeket nem az Airy-elmélet
joslataival, hanem az egzakt Mie-elmélettel vetik Gssze, és jo egyezést talaltak [30].

A 16. abran lathaté mérési elrendezés alkalmas vizcseppeken torténd fény szordasanak a mérésére
is. A kisérleteket Huhn Andrasné végezte el. A mérési eredmény és a Mie-elmélet Gsszehasonlitasa
a 19. 4bran lathato.
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19. abra. A meérési eredmény és az egzakt Mie-elmélet Gsszehasonlitasa f6szivarvany (p=2) esetén.
A szamitéas és a mérés polarizalatlan, vorés szint féenyre (A = 650 nm, n = 1,33) és R = 1,82 mm-re
vonatkozik (kR = 17593). A fiigg6leges vonal a (8) képletbdl szamolt 6.(p = 2) = 137,5° szorasi
szognek felel meg. A mért és a szamolt intenzitést az els§ cstcs intenzitdsanak egységében adtuk
meg.

3.2. A Debye-sor

A fejezet bevezet§jében emlitettiik, hogy Debye is tanulményozta a Maxwell-egyenletek alapjan a
fény szorodasat, csak ¢ hengeres szorotestre végezte el a szamitasait. Természetesen azéta mar ki-
dolgoztak a Debye-elméletet gomb alakt kozegre is. A matematikai részleteket illetGen Hovanec
és Lock [36], illetve Rubinow [37] cikkét ajanlhatjuk. A legfontosabb kiilonbség a Mie-elmélet és
Debye eredménye kozott az, hogy Debye az intenzitas szogfiiggését egy keltds sor alakjaban adta
meg. A Debye-sorban az egyik Osszegzés a Mie-elméletben is szereplé gombhullamokra, mig a masik
Osszegzés a vizcseppen beliili hirok p szaméra torténik. Az elsG Osszeg a Mie-elmélethez hason-
l6an lassan konvergél, de a p szerinti Gsszeg, fizikailag is varhat6 modon, gyorsan konvergil minden
gombhullamra. A Mie-elmélet és a Debye-sor azonos eredményt ad, ha az Gsszegzést minden p-re
elvégezziik. A Debye-sor el6nye, hogy azonositani lehet a kiilonb6z6 p-hez tartozo jarulékokat, és
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igy jobban megérthetjiik a szorasi mechanizmust. Numerikusan ezeket a jarulékokat példaul Philip
Laven programjaval tanulmanyozhatjuk [25]. A programot hasznalva a 20. abran lathato az egzakt
Mie-elmélet, és p = 2 esetben a Debye-sor, illetve az Airy-kozelités alapjan szamolt intenzitas szog-
fiiggése R = 0,05 mm sugaru vizcseppre. Jol latszik, hogy kR < 500-ra az Airy-kozelités a szorasi
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20. abra. Az egzakt Mie-, a Debye- és az Airy-elmélet osszehasonlitisa fGszivarvany esetén (p = 2).
A szamitas polarizalatlan, voros szint fényre (A = 650 nm, n = 1,33) és R = 0, 05 mm-re vonatkozik,
a polarizacios tényezét is figyelembe véve. Ebben az esetben kR = 483, 3. Az intenzitast a 15. abra
feliratdban adott egységekben szdmoltuk.

sz0g novekedésével méar jelentSsen eltér az egzakt Mie-elmélet eredményétsl. Ugyanigy lathatod, hogy
a Debye-sor p = 2 tagja sem elegend§ az egzakt eredmény reprodukalasihoz. Az Airy-kozelités el-
térései kis méretii vizcseppekre abbol adédnak, hogy a p > 2-nek megfelel§ szérasi folyamatokat az
elmélet elhanyagolja.

Hasonl6 médon, a program alapjan konnyen megmutathatjuk, hogy egyrészt a Debye-sor p = 0
tagja allando értéket ad az intenzitas szogfiiggésére az Alexander-féle sotét savban, masrészt ez a
konstans érték a megfelel§ paraméterek mellett megegyezik a 18. 4bran tapasztalt véges nagysagu in-
tenzitassal (eltekintve az egzakt eredményben lathato kis oszcillacioktol). A kovetkezs két szakaszban
a szivarvannyal kapcsolatos két fontos optikai jelenséget értelmeziink a Debye-sor alapjan.

3.3. A koszora, mint fényelhajlasi jelenség

A koszortjelenséget (angolul corona) akkor figyelhetjiik meg, ha a Nap (vagy a Hold) vékony felhd-
rétegen siit at. A koszortrol példaul a [38] internet cimen talalunk kitiing felvételt. A Nap koriil egy
fényes, kor alaka udvart lattunk, melyet gyakran tovabbi szines gytirtik vesznek koriil. A koszoru
a viszonylag kis méretd vizcseppeken (R < 0,01 mm) vagy méas szérocentrumokon valo kis szorasi
szognek (0 < 10°) megfelel§ fényszorodas kovetkezménye. Ekkor a Napbol érkezé fénysugarak a
vizcseppen, mint akadalyon elhajlanak. A Nap koriili koszorit szabad szemmel nem lathatjuk (il-
letve nem is célszert a szemiink 6vasa érdekében), mert a Nap kozvetlen fénye elnyomja a koszortt.
De ha kitakarjuk a koszord kozépso részét, vagy ha az egésznek egy vizfeliiletrsl visszaver6ds képét
nézziik, akkor a gytirtik méar konnyebben megfigyelhet6k. A Hold esetében a gyengébb fényerd miatt
a megfigyelés sokkal egyszertibb (,udvara” van a Holdnak).

A jelenség hasonl6 a fénysugaraknak kor keresztmetszetli akadalyon torténd elhajlasidhoz, mely-
nek matematikai részletei megtalalhatok példaul Jackson konyvében [17], illetve a Landau-sorozat
II. kotetében [21]. Minél kisebb a szorocentrum mérete, annal nagyobb a koszort atmérdje. Isme-
retes, hogy a nagyobb hullamhosszi fény nagyobb szdgben hajlik el. Ezért a koszora bels§ gyftirtje
kékes szini, mig kiviil barnés.

A Debye-sor segitségével megérthetjiik a koszorijelenséget. A sor p = 0 tagja nemcsak a 2. Abran
lathato, a vizcsepprél kozvetleniil visszaver6d6 fénysugarak jarulékat, hanem a vizcseppen torténd
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elhajlast is tartalmazza [36]. Numerikus szamitasokkal megmutathato, hogy a koszorujelenség inten-
zitasanak szogfiiggésében a Debye-sor p = 0 és p = 1 tagjai adjak a legjelent&sebb jarulékot [25,34].
Nussenzveig terjedelmes, kétrészes cikkében [39] részletes szamitasokkal is kimutatta, hogy a koszo-
rijelenség jo kozelitéssel leirhato ennek a két tagnak a figyelembevételével. Azonban a matematikai
részletek meglehetGsen bonyolultak.

Mivel a koszort jo kozelitéssel egy elhajlasi jelenség, a koszori a szérocentrum anyagatol fligget-
leniil is kialakulhat. Nem fiigg a torésmutatotol sem, és nem sziikséges, hogy a szérocentrum atlatszo
legyen. A szorécentrum lehet példaul kicsi jégszemcse, pollen, vulkini por vagy maés szennyez§ ré-
szecske is. Az egyik legismertebb koszortujelenséget a Krakatau vulkan 1883-as kitorése utan lehetett
megfigyelni, a sztratoszféraba keriilt, és ott tobb éven 4t lebegé nagy mennyiségti vulkani por ko-
vetkeztében. A gytrik feltinGen nagy méretiiek (15°) és kiilonésen szinpompéasak voltak. Tovabbi
részleteket a koszorujelenségrél az olvaso a fent emlitett hivatkozasokbdl tudhat meg.

3.4. A gléria avagy a feliileti hullAmok

A gléria egy masik gyakran megfigyelt légkori fényjelenség. A gloriarol szdmos kitting felvétel ta-
lalhat6 az interneten [40]. A fénysugaraknak vizcseppen torténd szordsakor a gloria koriilbeliil a
170° < 6 < 180° szorasi szogtartoményban figyelheté meg. A gléria, mint légkori optikai jelenség,
akkor tapasztalhato, ha a megfigyel6 egy magas ponton all (példaul egy hegy tetején) és nézi a sajat
arnyékat, ami az elGtte 1évG felhére vet6dik. Ekkor a fejének drnyéka koriil egy fényes, esetleg tobb
szines gytirit lat. Ha tobb megfigyels all egymas mellett, akkor mindenki csak a sajat fejének drnyéka
koriil 1atja a gloriat, de a szomszédjan mar nem. Ez is azt jelenti, hogy a gléria a 180° szérési szog
koriil alakul ki.

A gloriardl az elsé feljegyzés a spanyol Antonio de Ulloa kapitanytol szarmazik 1735-bél, aki egy
tudomanyos expediciot vezetett Peruban az Andok hegységben. Ilyen jelenség megfigyelésénél kR
atlagos értéke tipikusan 200, és igy a vizcseppek atlagos sugara R = 0,02 mm. A gytrik szinének
sorrendje azonos az el6z6 szakaszban targyalt koszortban lévéhoz. Manapsag repiilégépen szamos
olyan fényképfelvétel késziilt, amelyen a gép arnyéka koriili szines gytirtik, a gloria jol kivehetd.
Orommel allithatom, hogy legutébbi repiilégépes utamon néhany pillanatig magam is lattam ilyen
gloriat.

A gloriat csak a 21. abra bal felén 1athato szaggatott vonallal jelolt, elképzelt sugarmenettel ma-
gyarazhatnank, de ez a geometriai optika alapjan nem lehetséges. Az abran a folytonos vonalnak
megfeleld, érint6leg bejovs sugarmenetre a szorasi szog az (5) képlet alapjan n = 1,33 torésmutatod
esetén és a sugdrmenet egyszeres belsé visszaverGdése mellett 0* = 165°. Ez a szogérték 15°-kal

feliileti
hulldmok

21. abra. Az &abra bal oldalan a szaggatott vonalnak megfelel§ sugarmenet a geometriai optika
szerint tiltott. Ugyanakkor a folytonos vonallal jel6lt sugarmenetre a 0* = 165° szorasi sz0g nem
adhat lényeges jarulékot a gloria létrejottéhez. Az abra jobb oldalan a vizcsepp feliilete mentén
halado feliileti hullamokkal értelmezhetjiik a gloria jelenségét.

kevesebb a teljes visszaszorashoz sziikséges 180°-os szognél, ami a szaggatott vonallal jel6lt sugdrme-

netnek felel meg. Igy ez a sugarmenet nem adhat magyarazatot a gloria jelenségére. A megoldast
a feliileti hulldmok jelentik. A feliileti hullamok jol ismertek példaul az elektromagneses hullamok
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terjedésekor [17], de hangterjedésnél is megfigyelheték. A 21. dbra jobb felén lathato, a vizcsepp
peremén halado, feliileti hullamok révén a sugarmenet szorasi szoge mar elérheti a gloridhoz sziik-
séges 180°-os szoget. A feliileti hullamok éppen a teljes visszaverddés hatarszogének kozelében a
leger6sebbek. Ezért lehetséges, hogy az dbran lathatd sugarmenet lényeges jarulékot eredményezhet
a teljes visszaszoras folyamataban.

A Mie-elmélet alapjan kiszamolhatjuk az intenzitas szogfiiggését a gloria esetében is, de ez nem
ad magyarazatot a jelenség okara. Azonban a Debye-sor segitségével ellenérizhetjiik, hogy vajon a
fenti fizikai magyarézat helytallo-e. A 22. 4bran Osszehasonlitottuk az egzakt Mie-elmélet alapjan
szamolt intenzitas szogfiiggését, és a Debye-sor p = 2 tagjabol adodo jarulékot a 175° < 6 < 180°
szoréasi szogtartomanyban. Jol lathato, hogy a két eredmény elég jol egyezik a maximumok és mi-
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22. abra. Az egzakt Mie-elméletbdl és a Debye-sor p = 2 tagjabol szamolt intenzitas szogfiiggése a
glorianak megfelels szogtartoméanyban. A szamitas polarizalatlan, voros szini fényre (A = 650 nm,
n = 1,33) és R = 0,01 mm-re vonatkozik, a polarizacios tényezGt is figyelembe véve. Ebben az
esetben kR = 96, 7. Az intenzitast a 15. abra felirataban adott egységekben szdmoltuk.

80 g

nimumok helyét illetGen. Még jobb egyezés érhetd el, ha figyelembe vessziik a p > 2 tagokat is a
Debye-sorban. Numerikus vizsgalatokbdl kideriil, hogy ebben a szégtartomanyban az intenzitashoz a
legnagyobb jarulékok a Debye-sor p = 0, 2,6, 7,11 tagjaibél szarmaznak. Ahogy korabban emlitettiik
a Debye-sorban minden p-nek megfelel tag tartalmaz még egy gémbhullamok szerinti &sszegzést, és
ez az Osszeg felel meg esetiinkben a feliileti hullamoknak. Az &bra alapjan lathato, hogy a feliileti
hullamokra alapozott fizikai kép kielégitGen magyarazza a gloria jelenségét.

Nussenzveig analitikusan is tanulmanyozta a gloriat a korabban méar idézett két cikkében [39].
Hovanec és Lock részletesen elemezték a szivarvanynal fellépd feliileti hullamok szerepét [36, 37].
Laven munkaiban még tovabbi részletek és szép, szines képek talalhatok a gloriarol |25, 34].

4. A szivarvany és a kvantummechanika kapcsolata

A kvantummechanikai szérasproblémat a Schrodinger-egyenlet megoldaséaval kezelhetjiik. Specidlisan
valasztott szoropotencial esetén a Schrodinger-egyenlet alakja megegyezik az elektromégneses tér
szorasat meghatarozo (28) egyenlettel. Tekintsiink egy R sugaru és Vy ,mélységii” gombszimmetrikus
spotencialgodrot” (ez egy olyan potenciél, amelyre V = 0, ha r > R; V = —V;, ha r < R). Ekkor
konnyen belathatjuk, hogy a k& hullamszamu sikhullammal jellemzett, m témegt és E = h*k?/(2m)
energiaju részecske szorasat meghatarozo Schrodinger-egyenlet és a (28) egyenlet azonos, ha az utobbi
esetben a kozeg torésmutatdjat az alabbi modon vilasztjuk meg:

2mVy

h2k2 -

A kvantummechanikai szoras egyik alapvets feladata, a klasszikus szorasi probléméahoz hasonlban,

a hataskeresztmetszet meghatarozasa. A ¢ = e** sikhullammal adott, z irAnyban terjeds szabad

(29)

n=+/1+
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részecskének a hullamfiiggvénye a szérocentrumon torténd szoérdédasa utan a szérécentrumtol tavol
aszimptotikusan a kévetkezd alaki

P = ke 4 o et (30)
T

ahol f(0)-t szordsamplitidonak nevezziik és a masodik tag egy kifut6 gombhullamnak felel meg.
Ekkor a differencidlis szorasi hataskeresztmetszet do/df = 2wsin@|f(0)|° [41]. Igy a problémat
visszavezettilk az f(0) szorasamplitidé meghatarozasara. Az egzakt f(6) szorasamplitudo kifejezhets
parcialis gombhullamok szerinti sor Osszegeként. A sor tagjait a Schrédinger-egyenlet megoldasabol
kaphatjuk meg, ami azonban a legtobb esetben meglehetGsen nehéz feladat. A kvantummechanikai
szorasrol kiting fejezet talalhaté a Landau-sorozat III. kotetében [41].

Sikhullamok szérasakor gyakran taladlkozunk azzal az esettel, amikor létezik egy 6. szorési szog,
amelynél a differenciélis szorasi hataskeresztmetszet hirtelen valtozik. Ekkor klasszikus esetben, a szi-
varvanyhoz hasonloan, beszélhetiink ,megvilagitott” tartomanyrol, illetve ,Arnyéktartoményrol”. Az
ilyen kvantummechanikai szorast, a szivarvanynal felléps fényszorassal valo hasonlésag miatt, gyak-
ran szivdrvdnyszordsnak is nevezik. Az egzakt f(0) szorasamplitido sora rendkiviil lassan konvergal
a 0. szorasi szog kozelében, ezért kozelitésekre van sziikség a hataskeresztmetszet kiszamitédsahoz. A
vizsgalt 6 szorasi szogtol fiiggden harom alapvetGen kiilonbozd kozelités ismert a szivarvanyszorasra:
(1) a klasszikus, (i) a kvdziklasszikus és (iii) az Airy-kozelités.

A klasszikus kozelitésnél az egzakt hataskeresztmetszet kifejezésében a gyorsan oszcillalé tagok
sima részét véve visszakapjuk a klasszikus hataskeresztmetszetnek a (9) képlettel adott alakjat. A
matematikai részletek irant érdekl6ddé olvasénak a Landau-sorozat III. kotetében a 127. fejezetet
ajanljuk [41]. Az egzakt hataskeresztmetszetnek a klasszikus kozelitése |0 — 0. nagy értékeire érve-
nyes, és a hataskeresztmetszet szingularis a 6. szoréasi szognél. Fényszoras esetén a klasszikus kozelités
a Descartes-elméletnek felel meg. Kvaziklasszikus kozelitésben a részecske de Broglie-hullamhossza
nem valtozik jelentsen a vele azonos nagysagrendi tavolsagokon [41]. A hatéaskeresztmetszet ugyan-
csak szingularis a 0. szorasi szognél, és a kozelités nagy |0 — 0. értékekre jo. Az Airy-kozelitést
szivarvanyszorasra el6szor Ford és Wheeler alkalmaztak [42]. Ez akkor ad jo eredményt, ha |6 — 6,
csak néhany fok. A hatéaskeresztmetszet kiszamitasanal a kvaziklasszikus kozelitésbdl indultak ki,
és az f(0) szérasamplitudot 6 szerint a 0. szorasi szog koriil harmadrendig sorfejtve kozelitették.
A hataskeresztmetszetet végiil egy Airy-fiiggvénnyel lehet kifejezni a kordbban latott fényszérashoz
hasonléan. Innen ered az Airy-kozelités elnevezés. A szdmitis menete magyarul is megtalalhatd a
Landau-sorozat III. kétetében a 612. oldalon a 2. kidolgozott feladat kapcsan [41].

A fentiekben vazolt eltérs kozelitések oka, hogy a A — 0 klasszikus hataresetben az f(6) szoras-
amplitido aszimptotikusan /'/? hatvanyai szerinti sor, ha | — 6.| nagy, mig h'/? hatvanyai szerinti
sor, ha |0 — 0.| kicsi. Felmeriilt az igény egy olyan kozelitésre, ami minden szorasi szogre jol hasznal-
haté. Ezt a kozelitést uniform-kézelitésnek nevezik. A differencial-egyenletek kozelité megoldasaira
az uniform-kozelités mér ismert volt, és a fizikiban gyakran el6fordulé differencidl-egyenletekre a
formuladk megtalalhatok az irodalomban [23]. A kvantummechanikai szoras esetén az f(6) szorés-
amplitudo kifejezhet egy komplex sikon értelmezett integrallal. Ebben az esetben az f(0) fiigg-
vény uniform-kozelitésére elGszor Berry vezetett le altalanos formulakat [43]. Optikai szivarvanyra,
a kvantummechanikai széradshoz hasonléan, Khare és Nussenzveig alkalmazta elGszor az uniform-
kozelitést [44]. Kideriilt, hogy mind a kvantummechanikai, mind az optikai szoras probléméjaban az
uniform-kozelitésbdl szamolt hataskeresztmetszet minden szorasi szogre nagyon jol egyezik az egzakt
szamolasbol kapott eredményekkel.

Végezetiil megemlitjiik, hogy az optikai esetben ismert koszoru és gloria jelenségekhez hasonléan
a kvantummechanikidban is létezik ez a szorastipus, és gloriaszordsnak nevezik. Kvaziklasszikus ko-
zelitésbdl kiindulva Ford és Wheeler tanulmanyozta elGszor a gloriaszorast [42], de a szamitas lépései
megtalalhatok a Landau-sorozat III. kotetében a 613. oldalon a 3. kidolgozott feladatban is [41].
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5. Osszefoglalas

Arisztotelész 6ta tobb neves fizikus tanulményozta az egyik legismertebb és legszebb légkori jelensé-
get, a szivarvanyt. A szivirvannyal kapcsolatos jelenségek egzakt targyaldsa nem nélkiil6zheti mind-
azt a tudast, amit a fényrsl tudunk. Az optika tudoméanyanak fejlédésében mindig nagy szerepet
jatszottak az ujabb elméletek alkalmazasai a szivarvany leirdsdban. De forditva is igaz, a szivarvany
jelenségének pontosabb értelmezése is befolyasolta optika fejlédését.

Ebben a munkaban a sziviarvany fizikdjanak legfontosabb elméleteit ismertettiik. Az els6 fejezet-
ben a Descartestdl szarmazo6 els6, alapjaiban helyes, geometriai optikara épiil elméletet taglaltuk.
A masodik fejezetben ismertettiik Young és Airy elméleteit, amelyek egyrészt tovabbi bizonyitéko-
kat szolgaltattak a fény hullimtermészetére, masrészt a szivarvany mélyebb megértésében is nagy
szerepet, jatszottak. A kovetkezG fejezetben a szivarvany egzakt, Gn. Mie-elméletét vazoltuk, és a
kiilonféle kozelitésekrdl, a koszori, illetve gloria jelenségekrdl adtunk egy attekintést. Az utolso
fejezetben ramutattunk a szivarvany és a kvantummechanikai szoras kozti hasonlosagra.

A szakmai részletek mellett torténetileg is megprobaltuk kovetni a szazadok soran elért eredmé-
nyeket. Természetesen nem gondolhatjuk, hogy a témat teljesen kimeritettiik. Arra torekedtiink,
hogy a bemutatott anyag megfelel valogatéassal felhasznalhato legyen mind a kozépiskolai, mind az
egyetemi képzésben. Kiilon ki szeretnénk emelni, hogy tudomésunk szerint példaul az Airy-elmélet
részletei hidnyoznak a hazai irodalombél (még az egyetemi oktatésban sem emlitik!). Az egzakt
Mie-elmélet is csak Osszefoglalo jelleggel szerepel a hazai meteorologus képzésben [32].

Nem szoltunk az ég kék szinét magyarazo Rayleigh-szorasrol annak ellenére, hogy a jelenséget
a Mie-szoras egy specidlis esetének tekinthetjiik. A Rayleigh-szoras olyan jelenségeket ir le, amely-
ben a szor6centrum mérete kisebb a fény hullamhosszanél. Kitiing 6sszefoglalo taldlhato a témaéaval
kapcsolatban a Landau-sorozat VIII. kdtetében [16] és Jackson konyvében [17].

A valosagban megfigyelhets szivarvany létrejottében tobb olyan tényezd is szerepet jatszhat, ame-
lyekkel az itt felsorolt elméletek egyike sem szamol. Ilyen példaul az, hogy a Nap nem pontszeri
fényforras, a latoszoge kb. 0,5°. A vizcseppek mérete kiilonb6z6, s6t alakjuk eltérhet az idealis gomb
alaktol. A vizcseppek mérete és alakja Gsszetett modon befolyasolja a szivarvany szineinek erdsségét
és ivének alakjat. A nagy és lapos vizcseppek okozta szivarvanyt annak ivének aljan latjuk fényesebb-
nek, mig a szivarvany tetejérdl jovo fénysugarak a kicsi, gomb alaki vizcseppeken vald szérodéasbol
szarmaznak. Kérdéses a viz torésmutatojanak a fény hullamhosszatol valo fiiggése is. Bizonyta-
lansagot jelent a napsugarzas intenzitdsanak hullimhosszfiiggése is. Nem részleteztiik a szivarvany
szinességével kapcsolatos problémékat sem. A fenti problémék legtobbjét laboratériumi koriilmények
kozott ki lehet kiiszobolni. A szivarvany kisérleti vizsgalatanak is nagy az irodalma, és ezek koziil is
tobb cikk foglalkozik olyan demonstricios kisérletek ismertetésével, amelyek felhasznilhatok az ok-
tatasban is [14,30,45,46]. Nem beszéltiink a kodben, erd6 fai kozt megfigyelhets, vagy a vizfelszinrsl
visszatlikr6z6dg szivarvanyokrol. Ezeket a hianyossidgokat potolando, 6sszegytjtottiink néhény inter-
net cimet, ahol mindezekrdl, illetve a szivarvanyrol sok-sok szines képpel illusztrilt anyagot, tovabbi
részleteket talalhat az érdekl6dé olvaso [25,47].
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