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A KORDYLEWSKI-FELE PORHOLDAK
KIALAKULASANAK SZAMITOGEPES

MODELLEZESE

1. Bevezeités

A személyi szamitogépeknek a kozép- és felséok-
tatasbeli napjainkban tapasztalhatd széleskori elter-
Jedése szamos olyan érdekes fizikai és csillagdszati je-
lenséget is testkozelbe hozott, amelyek koribban a
nagyfokd numerikus szamitasigény miatt egyaltalan
nem voltak vizsgalhatdk a didkok altal. Egyes problé-
mak mar ZX-Spectrum'vagy Commodore-tipusu mik-
rogépek felhasznaldsaval is latvanyosan megoldhatdk
[1-4], a bonyolultabb (pl. tobbtest-problémas) ese-
tek azonban igazan hatékonyan csak nagyobb telje-
sitményii szamitogépekkel (pl. IBM PC XT/AT) ke-
zelhetOk.

A csillagdszat a kozépiskolds tananyagbol, de a
Természettudomanyi Karok felséoktatasi tantervébdl
is, korunk tudomanyaban és vildgnézetében betdltott
fontos szerepéhez mérten érdemein alul, sajnalato-
san kis hanyadot hasit csak ki. Ezért kiillonosen fon-
tos, hogy olyan szamitdgépes oktatéprogramok allja-
nak rendelkezésére a csillagdszati (alap)ismereteket is
tanité oktatoknak, amelyekkel latvanyosan, célrato-
réen demonstralhaték a legfontosabb csillagdszati je-
lenségek.

A csillagdszati tudomanydgak kozil talan a dinami-
kus csillagdszat jelenségei modellezhetdk legkénnyeb-
ben és leglatvdnyosabban nagyobb teljesitmény(i sza-
mitdgépekkel. Ide sorolanddk példdul a kiilonféle
bolygdreakcidk (égi mechanika), a meserséges égites-
tek mozgdsa (asztrodinamika) [1], a galaxis kolesonha-
tasok (sztellirdinamika) [2], valamint a korldtozott ha-
romtest-probléma azon esete is, amikor példaul ket
egymas koriil keringd égitest gravitdacios terében bizo-
nyos kituntetett pontok koril a csillag- vagy bolygo-
kozi anyag (por) lokalis siirisddése alakul ki, s ez kii-
1onos porholdak keletkezéséhez vezet.

Cikkiinkben el6szor roviden ezen porholdak felfe-
dezésének torténetével és égi mechanikajukkal foglal-
kozunk, majd egy viszonylag konnyen megvaldsitha-
to szamitégépes receptet (algoritmust) adunk kiala-
kulasuk szimulacigjara.

2. A hdromiest-probléma (HP)

Az égi mechanika (a dinamikus csillagdszat azon
aga, amely a Naprendszer természetes égitestjeinek
mozgasaval foglalkozik) leghiresebb problémdja a ha-
romtest-probléma (HP), mikor is hdrom témegpont
mozgasa vizsgalandd egymas Newton-féle gravitaci-
6s terében minden mas kiilsé hatas elhanyagolasa-
val. A HP-nak 2-dimenzidban ot egzakt partikula-
ris megoldasa létezik, ezek az 1in. Euler-Lagrange-féle
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megolddsok [5]. 1767-ben Euler mutatott ra, hogy a
HP-nak harom megolddsa van abban a specialis eset-
ben, mikor a mozgas soran a hiarom tomegpont min-
dig egy egyenesbe esik. 1772-ben Lagrange ot sikbeli
megoldast taldlt a HP azon specidlis, de az Euler-
félénél altaldnosabb esetére, mikor a harom tomeg-
pontbdl allé rendszer sikbeli konfiguracidja onha-
sonlé a mozgas soran, azaz a testek kozti tavolsagok
ardnya valtozatlan. Az &ltalinosabb Lagrange-féle
megoldasokat sematikusan az 1. dbra szemlélteti; a
sik azon pontjait, amelyek kielégitik a Lagrange-féle
megoldast, Ly, Ls, L3, Ls és Ls-el szokasos jelolni.
A hérom specialis E;, E, és E3 Euler-féle megoldas
rendre megegyezik az L;, Lo és L3 Lagrange-félével,
az L4 és Ly pontok pedig a B; és B; tomegpontokra
fektetett egyenldé oldahi haromszogek csucsaban van-
nak.

Els

L

5

1. dbra A haromtest-probléma Euler-féle (E,, E., Es) és
Lagrange-féle (L;, L2, La, Ls, Ls) megolddsai. Ha a By és
B, égitestek graviticiés terében lév8 Lagrange-féle pontok va-
lamelyikébe helyezziik a harmadik égitestet, akkor mindhdrom
tdmeg a rendszer témegkozéppontjdhoz és egymashoz viszo-
nyitva is hasonlé kiipszelet-pilydkon mozog tgy, hogy ekoz-
ben vagy egy egyenes mentén, vagy egy egyenldé oldali
hiromszog csticsaiban helyezkednek el.

A korldtozott hiromtest-probléma (KHP)

A Naprendszerben tilnyomérészt a HP azon
specialis eseteivel taldlkozhatunk, amelyekben az
egyik égitest tomege elhanyagolhatéan kicsi a masik
kettééhez képest, és mindhdrom tomeg kozel egy-
azon sikban mozog. Ekkor korlatozott haromtest-
problémarél (KHP) beszélunk.

A KHP-nak a kovetkezd eseteit szokas megkulon-
boztetni: Cirkuldris illetve elliptikus KHP-rél (CKHP
ill. EKHP) van sz6, ha a B; és By nagytomegii égi-
test kormozgast végez kozos silypontjuk koril, il-
letve ellipszis palyan mozog, s az elhanyagolhatéan




kis tomegli B3 test ezek keringési sikjaban mozog.
A perturbdlt KHP (PKHP) esetén B, és By kozul
az egyik tomege sokkal nagyobb a mésikénal, igy Bs
mozgasat elsésorban a nagyobb tomeg hatarozza meg,
a kisebb pedig azt perturbalja. Végil statikus KHP-
val (SKHP) vagy més néven kétcentrum-problémaval
van dolgunk, ha B; és B, rogzitettek a térben, s B;
ezek statikus gravitacids terében mozog.

A CKHP-nak igen fontos specialis esete az, amikor
Bs a By és B,-vel azonos (és allandd) szogsebességgel
korpalyan kering a kozos sulypont koriil, azaz a By,
B;-vel egyiittforgd koordinata-rendszerben nyugalom-
ban van. Ekkor a CKHP egyensilyi megoldasardl
beszélink. Megmutathaté [5], hogy a CKHP-nak ot
egyensiilyl megolddsa létezik, amelyek a HP Lagrange-
féle megoldasainak felelnek meg, ezért ezeket is L, Lo,
Ls, La, Ls-€l jelolik, s Lagrange-pontoknak nevezik.

Elvégezve a Lagrange-pontok stabilitasvizsgalatat
kideriil [5], hogy az L, Ly és Lz pontok linedrisan
és nemlinearisan is instabilak. Ez azt jelenti, hogy
a B3 tomegpontot tetsz8leges mértékben kitéritve az
Ly, La, L3 egyensilyi helyzetbél (ha Bz helyvek-
torat sorbafejtjitk a kitéritésvektor szerint, s a sor-
ban megdllunk az elsérendidl tagndl, azaz csak kis
kitéritéseket vizsgalunk, lineéris esetrdl van sz6; ha na-
gyobb a kitérés, akkor a sorban magasabb rendii tago-
kat is figyelembe kell venniink, s ekkor beszélunk nem-
linearitdsrol), altaldban nem tér oda vissza, hanem
az id6vel exponencialisan eltavolodik. Hangsulyoz-
zuk, hogy altaldban, mert a kezdofeltételek megfe-
lel6 megvalasztasaval megvaldsithatok az Ly, Lo, L
pontok korili nagyon kis amplitiddju pélyacsaladok
1s [5].

Ugyancsak megmutathaté [5], hogy az Ly és Ls
pontok linedrisan stabilak, ha a0 < p < po = 0,03852
feltétel teljesil, ahol 0 < g = ma/(my + m2) < 0,5;
m, a kisebbik B, égitest tomege. Ez azt jelenti, hogy
az L4 vagy Ls pontbdl kissé kitéritett Bz tomegpont
azok korill olyan, kis amplitiddju rezgéseket végez,
ami két kiilénbozé frekvenciaji harmonikus rezgésbhdl
tevédik ossze, s ezek frekvenciaja csak p-tél fugg.
Ezt a mozgist masnéven libracidnak nevezik a csil-
lagdszok, az Ly és L pontokat pedig Lagrange-féle
libracids pontoknak.

Szamitégépes modellezéssel mar részletesen meg-
vizsgaltak ezen libraciés pontok kézvetlen kozelét. A
CKHP és az EKHP esetén feltérképezték azt az La,
Ls koriili tartomanyt, ahovd a B, By-hoz rogzitett
(egyiittforgd) rendszerben zérus kezd@sebességii B
tomegpontot helyezve, az az L4, Ls pontok korul
libracidt végez. Mindkét esetben a 2. dbra sze-
rinti elnytlt, kiirt alaki librdciés tartomany adédott
[6,7). Léthaté, hogy a libraciés tartomany kiszéle-
sedd vége meglehetdsen Osszetett szerkezeti, sajatos
vjjakra, félszigetekre és szigetekre tagolodott. Ez
a komplexitas kdoszhoz vezethet abban az értelem-
ben, hogy ha kézel megegyezd kezddhelyekrél inditunk
tobb Bs tomegpontot tigy, hogy egyesek a libracios

tartomény félszigeteirsl/szigeteirdl induljanak, masok
pedig koziiliik, akkor a kézel azonos kezdd- és perem-
feltételek ellenére is egészen eltérd palydkat futnak be,
s az eldzbek librdlnak, az utébbiak viszont az idé-
ben exponencialisan eltavolodnak Ly, Ls-t6l. A HP-
rél, a KHP-r6l és a Lagrange-pontokrdl, valamint a ve-
lik kapesolatos égi mechanikai elméletrdl tovabbia-
kat [5]-ben taldlhatunk.

2. dbra A stabil (1 < po) Ls Lagrange-féle libriciés pont

koriili elnyalt, kiirt alakd tartomany a CKHP és az EKHP

esetén, sematikusan ([6,7] alapjan), ahonnan zérus kezdGse-

bességgel inditva Bs-t, az librdciés mozgdst végez Ls koéril. Az
4bra méretaranyos.

4. Lagrange-féle libriciés mozgdsok a Naprendszerben

A stabil (i < po) L4 és Ls pontok koruli Lagrange-
féle libraciés mozgasokra szamos példa ismert a Nap-
rendszerben [5].

4.1. A trdjai kisbolygok

Az elsé csillagdszati példa a Lagrange-libraciéra
az 1907-ben felfedezett Achilles kisbolygé volt, amely
a Nap-Jupiter rendszer stabil (UNap—Jupiter =
0,00095 < o) La pontja koriil végez libraciot a Ju-
piterrsl nézve. Késébb tobb hasonlé kisbolygét fe-
deztek még fol, s ezek alkotjak a Nap-Jupiter rendszer
libraciés pontjai kériili Tréjai kisbolygok két csaladjat.
A t3bbi nagybolygénal hasonlé libralé kisbolygd(ka)t
nem sikeriilt még felfedezniiik a csillagdszoknak.

4.2 A Szaturnusz librdlé holdjar

A Szaturnusz holdjai kozill a 12. a Szaturnusz-
Dione rendszer stabil Ls pontja koriil végez libracidt,
a 16. és 17. hold pedig a Szaturnusz-Tethys rend-
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szer stabil Ls és Ls pontja koril. Mindhdrom eset-
ben PKHP-rdl van sz, mert a Szaturnusz Dione és
Tethys nevii bels holdjainak tomege jéval kisebb a
nagybolygééhoz képest, tovabba az emlitett holdak
tomege sokkal kisebb a Dionehoz és a Tethyséhez vi-
szonyitva.

4.8. A Kordylewski-féle porholdak

A csillagdszok mdr kordbban feltételezték, hogy
a stabil Lagrange-féle librdcidés pontok koriil, mint-
hogy azok effektiv, lokdlis vonzdcentrumokként hat-
nak, a bolygdkézi pornak helyi siirtisédést kell mu-
tatnia. Ha ez a slirlisidés megfelelSen nagy, ak-
kor fotometriai dton ki is lehet mutatni a napfény
szérodasa alapjan. FEls8 izben Kordylewski lengyel
csillagdsznak sikeriilt bizonyitania 1961-ben a Fold-
Hold rendszer stabil (#rsig—moa = 0,01213 < po)
L4, Ls pontjai koril ilyen helyi slirlisodést; azéta eze-
ket a csillagdszati objektumokat Kordylewski-féle por-
holdaknak nevezik [8] (1963-64-ben Kordylewski tobb
hénapot toltott Magyarorszagon, a piszkéstetSi ob-
szervatériumban elsésorban azzal a céllal, hogy por-
holdjait az ottani, viszonylag sotét égbolton alkal-
mas idSpontban vizudlisan megfigyelje). A 9. dbrdn
Kordylewski els6 olyan fotometriai mérési eredménye
lathatd, amely bizonyitja a porholdak helyén a kdrnye-
zetnél nagyobb fényintenzitist (ldsd a két kidudo-
rodast az allandé intenzitdshoz tartozé gorbék se-
regén), amit késSbb masok is megerdsitettek [9].

3 PORHOLD

3. dbra Az dllandé fényintenzitishoz tartozd grbék serege
([8] alapjan) a F6ld-Hold rendszerben. Az egyes gdrbékhez
tartozé szamok a fényintenzitdst mutatjak magnitiidéban. Az
L; Librécids pont az tin. ellenfény kozelében van, s ez az el-
lenfény okozza a kdzponti kifényesedést. J6l lathaté az L sta-
bil librdcids pont korili két kidudorodés a gérbeseregben, ami
a kérnyezetnél nagyobb fényintenzitis miatt a bolygékézi por
helyi siirfisddésére utal. Elsdnek Kordylewski azonositotta ezt
a két siirlisédési géecot a Fdld porholdjaiként.
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5. A Kordylewski-féle porholdak kialakuldsdnak
szdmitogépes szimuldcidja

Miutén vazlatosan attekintettik a HP-val, a
KHP-val és a Lagrange-pontokkal kapcsolatos f8bb
elméleti eredményeket valamint azok Naprendszer-
beli megnyilvanuldsat, feladatul tiizziik ki olyan
szamitogépes program elkészitését, amellyel hiien és
viszonylag konnyen modellezheté a Kordylewski-féle
porholdak kialakuldsa. Dolgozatunkban nem ké&zol-
hetjik a programlistat, csak a recept (algoritmus)
megaddsara vallalkozhatunk, aminek alapjan barki
a rendelkezésére allé szamitégépen és az altala is-
mert szamitogépnyelven konnyen megirhatja a szi-
muldciés programot. Mivel a szdébanforgé égi
mechanikai probléma nagyon érzékeny a kezdd-
és peremfeltételekre, és mert a valdsdghii mo-
dellezéshez viszonylag nagy szami porrészecskével
vald szamolds sziikséges, ezért a futtatasi idé lecsok-
kentése érdekében elsésorban IBM PC/AT-nal nem ki-
sebb teljesitményi szamitégépekre ajanljuk program-
receptiinket. (Orémteli médon mér az ilyen kalibe-
ri gépek is széleskorben elterjedtek a kozép- és felso-
oktatasban).

5.1. Szimuldcios algoritmus ¢ CKHP-ra

v
A
&
G
G,
T
- > -
.E'.i 0 L X
2 8
B, 5

4. dbre Az m;, m, tdmegh, O kériili kdrpilydkon keringd B;,

B, égitestekkel egyiittforgs 2 dimenzids koordinita-rendszerben

vizsgilt elhanyagolhatdéan kis m (€ m.,m,) tomegli B; por-
szemre haté erdk és az egyes tomegpontok helyvektora.

Vegyink két m; és my tomegii B; és By égites-
tet, melyek kozos sulypontjuk koriil korpalyan ke-
ringenek, s vizsgaljuk egy, a keringési sikjukba esd,
elhanyagolhaté m (<€ m;,m;) témegli B; porszem
mozgasat azok gravitaciés terében. Koordinita-rend-
szeriink O origdja legyen B, Bg kozos silypontjiban,
az x tengely pedig By, B,-hoz rogzitve a 4. dbrin
laithaté médon. B;i, B; és Bs helyvekiora rendre
Ty, Iy és r. Tételezziik fel, hogy a Bz porszem elég
nagy tomegii ahhoz, hogy a napszél hatdsa elhanya-



golhaté legyen a rahaté aldbbi er6khoz képest. A por-
szemre egyrészrol hat a B, és B, dltal kifejtett

m(r, —r) ymam(r,—r)
G, = XML -8 o _ YMmamiz,—rn)
=l Igy=£l® 1 32 lr,—rl®

1

Newton-féle gravitacids erd (ahol 4 a gravitdcids al-
landd), mdsrészrol pedig az egyuttforgé koordinata-
rendszerben fellép a

¢ = muw?T (2)
centrifugalis er6 és a
Co=2muXwW (3)

Coriolis-erd, mint tehetetlenségi erdk. fgy a porszem
mozgasegyenlete Newton II. torvénye alapjan

(4)

Az w szogsebességvektor merdleges az xy sikra; az
egyes vektorok koordinatai pedig a kovetkezSk az xyz
koordinata-rendszerben

mE=Q1+Q, +£f+-c—o'

Ei= (—1'1,0, O)! Iy = (1"3,0, O)l r= (X! Y,O), (5)

w=(0,0,w), v=(X,Y,0), vxw= (Yw,—Xw,0),
ahol
ri=Rg, ra=R(1—p), w=[Amgma]? (g
p=maf(mi+ma), ma<m,, R=|r, —1,].
Az (1), (2), (3), (5), (6)-t (4)-be helyettesitve, beve-
zetve az

(M

dimenziétlan koordinatakat, a B; porszem gyorsula-
sdnak Z,7 komponenseire (4)-bdl a kovetkezdt kap-
juk

z=X/R, y=Y/R

o e X d—p—z 2 .

S TERTN) + bg(x.y..u) Reat 2y, (8)
3 —= Y e ¥ Fay o 2
y= af(‘-y:l‘) bg(x:yn“) + ¢y 2“‘

A= g el __a_lm
RY/3' 7T 1—p? U7 | (1—p)RS/3 !

flz,p) = [+ p)? + 212,
g(z's Y ﬂ) = [(1 —-u- a-;)” + yﬁ']s{:_

A Bj, B égitestekkel egy egyenesbe es6 Ly, L3, La
Lagrange-pontok abszcisszajat (8)-bol hatarozhatjuk
meg & =y = £ = § = y = 0 helyettesitéssel, aminek
megtétele utdn kapjuk

(9)

o =bp® —a(l — p)?, dy =2a(1— p) +2ub+ 2 p?(1 — p)?,

F(x) = do + d:lx + d2$2 - d3x3 + d‘x‘ + d‘s_ﬂ:s =0

dz =b—a+2c%p(1 + 2% - 3u), ds =c*(1—6u+6u2),
dy = 2c°(2p—1), ds =c?.

Ezt az otodfoku egyenletet csak numerikusan oldhat-
juk meg, példaul a Newton-féle érintdmébdszerrel, azaz
egy kezd§ z, értékrdl indulva addig ismételjik az

Zigr =& — pras, F'(z)=4E (10)

iteraciét, amig a Az = z;41 — z; | differencia egy
adott kis hibahataron belillre esik. Tudvén, hogy az
L1, Ly, L3 Lagrange-pontok rendre B; baloldalan, B;
és By kozott illetve B, jobboldaldn helyezkednek el, a
(9)-nek (10) szerinti numerikus megolddsakor rendre
a kovetkezo feltételnek kell teljesiilnie az Ly, Lo, L3
pontokra vonatkozé kezdeti abszcisszakra

(11)

To1 < =T,
-7 < Tog < T2,
T2 < Toz-

A porrészecske (8) szerinti mozgasegyenletét leg-
egyszeriibben az elsdrendl Euler-iteraciéval oldhat-
juk meg. Ekkor azzal a feltételezéssel éliink, hogy
elemi At < T ideig, ahol T' a B;, Bj égitestek ke-
ringési ideje, a porrészecske gyorsuldsa kozel allando;
ezért At id6 milva az ij sebességkomponensek és ko-
ordinatak a kovetkezdk lesznek

(12)

#;,§; = éllands,
Tipr = B + it G =9 + 548,
Tip1r = @i + 0,5(2iq1 + £:)At + 00,5848,
Yigr = ¥ +0,5(%igr + 9i)AL +0,55: 4%,

Ezt az iteracidt szamitégép felhasznaldsaval ciklusba
foglalva, megoldhaté a (8) szerinti mozgasegyenlet.
A megoldds annal pontosabb, minél kisebb a At/T
hanyados. A numerikus megoldds soran el6szor ki kell
kisérletezni azt a At értéket, amely nem til nagy ah-
hoz, hogy tul durva legyen a megoldas (azaz valto-
zatlan kezdS- és peremfeltételek mellett fokozatosan
csokkend At esetén egyre kisebb eltérés adédik a por-
szem altal befutott péalya alakjdban), mésrészt vi-
szont nem til kicsi ahhoz, hogy a program futasi
ideje nagyon hosszi legyen. Akinek nem felel meg
az elsdrendi Euler-iteracié nyujtotta szamitisi pon-
tossdg, annak ajanlhatdk a magasabb rendi Euler-
vagy Runge-Kutta-formuldk vagy egyéb numerikus
médszerek [10].

5.2. Szimuldcids lehetéségek

Célszerii, ha szamitégépiink képernydje egyutt fo-
rog a By, By égitestekhez rogzitett koordinata-rend-
szerrel, azaz amelyben a porrészecske mozgdisegyen-
lete a (8) szerinti alaki. Ekkor a B;, By égites-
tek és az Ly, Lg, L3, Ls, Ly Lagrange-pontok nyuga-
lomban vannak. Az idét és a Lagrange-pontokat is cél-
szerii megjeleniteni a képernyén; Lj, Ly, L3 absz-
cisszajat (9)-bdl hatdrozhatjuk meg, Ly, Ls pedig a By,
B,-n nyugvé egyenld oldali haromszogek csticséban
van.

Elészor ajanlatos kilon-killén megvizsgélni az
egyes Lagrange-pontokat. Tegyiink a kozeliikbe
egy-egy porrészecskét, s az egyiittforgd rendszerben
zérus kezddsebességgel hagyjuk magukra. Az insta-

bil Ly, Ly vagy La Lagrange-pontok kozelébdl inditott
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5. dbra
zérus kezdésebességgel inditott egy-egy porrészecske palysjanak
kezdeti szakaszai.

Az instabil L, Ly és Ly Lagrange-pontok kézelébdl

porszemeknél azt tapasztalhatjuk, hogy azok az
1d6 teltével fokozatosan eltavolodnak téliik. FEzek
a porszemek B; és/vagy B, koril fognak tovdbbke-
ringeni, esetleg becsapédnak azokba, vagy pedig a
szokési sebességnél is nagyobb sebességre gyorsulva
fel, kirepiilnek a kettds rendszerb8l. A becsapddast
ugy modellezhetjiik, hogy elézbleg megadjuk B; és
B; sugarat, s ha valamelyik porszemnek a B; vagy
By centrumatél meért tavolsaga kisebb lesz ezeknél
az értékeknél, akkor megtortént a becsapddas, s a
szamitégép nem koveti tovdbb a részecskét. Mivel a
rendszerbol kiszokd porszemek konnyen tilcsordulést
idézhetnek el6 a szdmitégépben, ezért célszerii azokat
csak egy elére megadott maximalis tavolsagig kovetni.
Ha tullépték ezt a kritikus tdvot, a szamitégép nem
foglalkozik tovabb wvelik. Az 5. dbrén egy-egy,
az instabil L, Ly és Lz Lagrange-pontok kozelébdl
nulla kezdSsebességgel indulé porrészecske palyajanak
kezd6 szakasza lathaté. Leolvashaté az abrardl, hogy
nem fedezhet6 fel az L;, Ly vagy Ls korili libracids
mozgas.

Ha viszont a p < p, valasztéssal stabilla tett
Lagrange-féle libraciés pontok kozelébdl inditjuk a

ggaszelneket nulla kezdGsebességgel, akkor kezdeti

2

@
=001

6. dbra A p < po valasztdssal stabilld tett Ly Lagrange-
féle librdcids pont kozelébdl nulla kezddsebességgel indulé por-
részecske hurkokbdl Allé libriciés palydjanak kezdeti szakasza.

koordinatdjuk megfeleld megvalasztasa esetén azok
libracids mozgast végeznek L,, Ls koril, bi-
zonyitvan azok effektiv, lokdlis vonzdcentrumként
valé viselkedését. A 6. dbrdn egy ilyen libracios
mozgést végzd porrészecske palyajanak kezdeti sza-
kasza ldthaté. Megfigyelhetd, hogy a palya tobb
hurokbdl all, s a porszemcse viszonylag nagy amp-
litiidéval libral. Korabban emlitettiik, hogy a libracids
mozgds bizonyos mértékben két kiilonbozd frek-
venciaju rezgémozgasbol tevédik Ossze. A 6. dbrdn
j6l lathat6, hogy a kisebb frekvenciaja és nagyobb
amplitiddjii rezgésre miként rakddott ra egy nagyobb
frekvenciaji és kisebb amplitiddja rezgés; az utobbi
eredményezi a jellegzetes palyahurkokat.

(5]
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7. dbra A p > po vilasztdssal instabilld tett L, Lagran-

ge-féle libracids pont kozelébdl, a 6. dbra kezds- és peremfel-

tételeivel megegyezden indulé porrészecske pilydjdnak kezdeti
szakasza,



Ha p > p,, akkor a Lagrange-féle libraciés pon-
tok linedrisan instabilak. Ekkor a kozeliilkbe he-
lyezett porrészecskék fokozatosan eltdvolodnak télik,
s ugyanarra a sorsra jutmak, mint az instabil L,
Ly és Lg Lagrange-pontok kozelébdl inditottak. A
7. dbrdn egy porrészecskét ugyanazzal a kezd8- és pe-
remfeltétellel inditottunk L4 kozelébdl, mint a 6. dora
porszemét, csak p > p, valasztdssal Ly-t insta-
billa tettiik. Jol lathaté, hogy a korabban libracids
mozgast végzo porszem most nem libral, hanem egyre
inkabb eltavolodik Ls-t8l.

Ugyanezeket a szamitogépes égi mechanikai mo-
dellkisérleteket természetesen gy is elvégezhetjiik,
hogy nem zérus kezdGsebességgel inditjuk a porsze-
meket. Ekkor azonban vigydznunk kell, ha a stabil
L4 vagy Ls pontok effektiv, lokalis vonzécentrumkénti
viselkedését szeretnénk demonstralni, ugyanis ha til
nagy a porszemek kezd&sebessége, azok konnyen ki-
szakadnak a Lagrange-féle libraciés pontok gyenge
vonzdcentrumabdl, s eltdvolodnak tdliik.

Ugyancsak mi magunk is feltérképezhetjiik a sta-
bil Ly és Ls pontok kornyékét, s meghatirozhat-
juk korulottuk azt a libracids tartomanyt, ahon-
nan adott kezddsebességgel inditva egy porszemet,
az librdciét végez. A libracié eldontésének elégséges
feltétele az, hogy a porszem az inditdsa utdni ~ 2007
id6 miilva is beleessen az L; vagy Ls koré vont
RV/3/2 sugarii korbe [7]. Ez a feltérképezés per-
sze sok gépidét tesz sziikségessé. Az eredményiil
kapott tartomdny szigetekre és félszigetekre felha-
sadozott végének elemi kis részébdl inditott por-
felhS részecskéinek kordbban emlitett kaotikus visel-
kedése szintén jol demonstralhatd.

Miutédn a fent leirtak szerinti médon kiilon-kilon
megvizsgaltuk az egyes Lagrange-pontokat, a Kordy-
lewski-féle porholdak kialakuldsanak valdsaghli mo-
dellezésére is vallalkozhatunk. A vizsgalt 2-dimenzios
kettos rendszerre helyezzink ra egy négyzetes halot,
aminek racspontjaiban egy-egy porszem van, s hagy-
juk magdra a potfelhét. Minden porszemcse (8)
szerinti mozgdsegyenletét szamitégéppel a kordbban
leirt moédon killon-kiilon megoldva, megfigyelhetjik
a porfelhs fejlédését a képernydn. Kezdetben cél-
szerli minden porrészecske palydjat megjeleniteni, ké-
s6bb azonban ezek a trajektéridk annyira 6sszemosod-
nak, hogy a kusza gorbeseregbdl semmit sem lehet ki-
olvasni. Ezért hosszabb futtatasi idé esetén inkabb
csak a porszemek pillanatnyi pozicidjat jelenitsiik meg
a képernyén.

A 8. dbrdn a porfelh6 minden részecskéje zérus
sebességgel indult (az egyiittforgd rendszerben), s az
abra a porhalmaz evoliciojanak kezdeti szakaszat mu-
tatja. Rogton feltiinik egy kozel korgyiird alaki sem-
leges zona. A tdle kijjebb lévé porszemeket a nagy
centrifugdlis er® kirepiti a rendszerbdl, a beljebb
IévBket viszont a nagyobb tomegii B; égitest gra-
vitdcidja magahoz rantja. A semleges zénaban ez a
leét hatas kozel kiegyenliti egymast, ezért a részecskék
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3. dbra 900 porszembdl alld, kezdetben egyiittforgé por-

felhé, amelyben a részecskék négyzetes ricsban helyezkednek

el, mint a Kordylewski-féle porholdak kialakuldsa szdmitégépes

modellezésének egyik lehetséges kezdSallapota. Az dbra ezen

porfelhé evoliiciéjdnak kezdeti szakaszdt mutatja a porszemek

palydjdnak feltiintetésével. Jol 1athaté a kis elmozduldsa por-
szemek alkotta semleges, gytirii alakd zona.
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ered$ gyorsuldsa nagyon kicsi, igy az inditdstol el-
telt rovid id6 alatt alig mozdultak csak el. Természete-
sen az eredd gyorsulas csak a Lagrange-pontokban eg-
zaktul nulla, ezért a semleges zéna dtmegy az Lj, Ly,
Ls, Ly és Lg pontokon. Megfigyelhetd a kisebb B,
égitest gyengébb vonzéhatasa is, valamint az, hogy
a porszemek trajektdridja jobbra tériill el a Coriolis-
erd hatdsara. Hosszabb futtatdsi idé utan (a por-
szemcséknek csak a pillanatnyi helyét megjelenitve) a
porfelhd evoliciéjanak eredményeként B; és B, korul
kialakul egy pordv, s hasonlé figyelhetd meg a stabil Lq
és L koriil is. Az utébbival 1ényegében a Kordylewski-
féle porholdak kialakuldsit modelleztik.

Kiilonféle kezdeti feltételekkel kisérletezhetiink. Ha
a porfelhd részecskéinek kezd8sebessége a B, Ba-
hoz rogzitett rendszerben nulla, egyiittforgé por-
felh8r8l van sz6; ha a porszemek kezdGsebessége
az origétél r tavolsdgra v, — w X r, akkor egy
kiils8, nem forgd rendszerbdl nézve v, sebességgel ha-
ladé porfelhével van dolgunk; ha pedig a porsze-
mek kezdésebessége adott alsé és felsd korlat kozott
véletlenszeriien valtozhat, véletlenszeri porhalmazrdl
beszéliink. A valésidgban eléfordulhatnak a Nap-
rendszerben elnyilt palydkon keringd anyaghalma-

zok (gondoljunk csak a Féldet periodikusan bomb3az,

”hulldcsillag”-rajokra), s példaul ezek és a Fold-Hold
rendszer gravitaciés kdlesonhatasat jol modellezhetjuk
a haladé porfelhdvel. A legvaldsighiibben azonban
véletlenszerti porfelhével szimuldlhaté a Kordylewski-
féle porholdak kialakuldsa.

Haladé és véletlenszerii porfelh® esetén a porholdak
kialakuldsa nagyon érzékeny a v, sebességre illetve az
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emlitett als6 és felsé korldtra. Ha ezek tiil nagyok,
nem varhatd a porhalmaz Ly és Lg korili t6morodése.
Sokszor a B; és By koriilli porhalmaz 6sszemosodik az
L4 és Ly koriilivel; s ugyancsak probléma, hogy vi-
szonylag nagy szamu (tobb 100) porrészecskével kell
dolgoznunk, hogy latvanyosan alakuljanak ki porhol-
dak a képernyén. Maguk a porholdak egyébként nem
olyan kompaktak, mint amit elsére varunk, mert a
részecskék a 6. dbrdn is j6l ldthatoan széles tartomany-
ban libralnak.

Eppen ezért a porholdak kialakuldsanak szami-
togépes modellezéséhez sok gépidd, a kezdd- és pe-
remfeltételekkel valé hosszas kisérletezgetés, renge-
teg tiirelem, kitartas, s lehetdleg egy nagyobb tel-
Jesitményli szamitogép szikségeltetik. Ha viszont
sikerrel jarunk el, akkor a megszerzett numeri-
kus, szimulacids tapasztalatokkal felvértezve, tovabbi
érdekes égi mechanikai kisérletekbe vighatunk bele.
Vallalkozhatunk példaul a Lagrange-pontok és a By,
B égitestek koriil kialakuld, a kezd3- és peremfeltéte-
lekre az el6z8eknél még érzékenyebb, de a szemet gyo-
nyorkodteté periodikus palyacsalddokra valé vada-
szatra is [5,11].

6. A Lagrange-pontok aszironautikaei alkalmazdsai

Végiil néhany sz6t szeretnénk szélni azokrdl a féleg
a tavoli jovoben megvaldsulandé Grtechnikai tervekrdl,
amelyekben a Fold-Hold illetve a Nap-Fold rendszer
Lagrange-pontjai jitszanak fontos szerepet.

Az egyik ilyen tervben a Fold-Hold rend-
szer stabil libraciés pontjainak effektiv, lokalis
vonzohatdsat hasznalndk ki, amennyiben a Foldet
lassan eldraszté radioaktiv hulladéktdl gy szaba-
dulnénak meg, hogy a stabil Ly, Ls pontokba 16nék
fel lirhajéval. Azért pont oda, mert ahhoz, hogy
végleg megszabaduljunk téle (azaz akkora sebességre
gyorsitsuk fol, hogy megszokjon a Fold-Hold rend-
szerbdl) rendkiviil sok energidra lenne sziikség; az
amugy is lreszkozoktdl zsufolt Fold koriili térség pe-
dig fontosabb iirtavkozlési célokra van lefoglalva. A
stabil Lagrange-féle libraciés pontokba nem tul nagy
energiaval lehetne feljuttatni a radioaktiv szemetet, s
ott gyakorlatilag 6rokre, biztonsdgban tarolni. En-
nek a taroldsi médnak meglenne az az elénye is,
hogy barmikor visszahozhaté lenne a Foldre a hul-
ladék, s az értékes izotépok reprocesszalassal kinyer-
hetdk lennének beldle, vagy késobb a visszanyerést
akar a jovobeli lirbazisokon is el lehetne végezni. Ezen
terv megvaldsitdsdhoz természetesen a mostanindl is
biztonsagosabb firtechnikdra van sziikség, hiszen ha
egy veszélyes radiokativ hulladékokat szallité hor-
dozdeszkoz a fellovéskor Challenger-szerii katasztrofat
szenvedne, ez a légkornek a Csernobil-katasztréfahoz
hasonlé6 radioaktiv szennyezddéséhez vezethetne.

Egy madsik tervben a f6ldi légkor tiveghazhatas mi-
atti katasztrofalis felmelegedésének kompenzalasdban
szannak nagy szerepet a Nap-Fold rendszer Ly Lag-
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range-pontjanak. Ha az uveghazhatast novel6 ga-
zok jelenlegi szintii antropogén kibocsatasat nem csok-
kenti az emberiség, az a foldi atlaghdmérséklet vi-
szonylag rovid idén belili globalis, néhany fokos emel-
kedéséhez vezei, ami egy katasztrofalancolatot valthat
ki [12]. Ezt elkerillenc8, W. Seifritz [13] azt javasolta,
hogy juttassanak fel hatalmas fényvisszaverd tikroket
a Nap-Fold rendszer L, pontjdba, amelyek arnyéka
igy a Foldre vetiilne. Ezzel a médszerrel, megfeleléen
nagy feliileti tiikkrok esetén csokkenteni lehetne a be-
sugarzast, azaz kompenzalni az uveghazhatast. Mi-
vel az Ly Lagrange-pont instabil, s a napszél és a
Hold hatdsara az ott nyugalomban levé tiikrok ki-
mozdulndnak onnan, aktiv (hajtémiivek altali) stabi-
lizéciéra lenne sziikség. Mindenesetre ez a terv sajnos
egyre aktudlisabba vilik az tiveghdzhatast okozd ga-
zok emberi eredetii emisszidja miatt.

Mig az el6z6 két terv a tavoli jovoben valésul-
hat csak meg, addig a Lagrange-pontok konkrét aszt-
rodinamikal alkalmazasara szamos példa ismert mar
napjainkban is. A kulonbozé bolygdk koril ke-
ringd tirszonddk bonyolult, hurkos palydinak megter-
vezésében fontos szerepet toltenek be a Lagrange-
pontok. Az ISEE-3 mesterséges hold (amelyet késébb
ICE-ra kereszteltek at, s amely a Giacobini-Zinner
ustokos kutatdsdban nagy szerepet jatszott, s egyben
az elsd ustokosrandevu fészereplGje is volt) 1978-t6l
tobb évet toltott a Nap-Fold rendszer egyik Lagrange-
pontja kozelében. A jovOben pedig szamos mes-
terséges holdat is terveznek libraciés pontba juttatni,
példaul a Relikt-2 nevii szovjet berendezést.
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