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Kétstratégias evolucios jatékelméleti modellek

A jatékosok egy négyzetracs X pontjain vannak (periodikus hatarfeltétel, N=L xL—x0)

Az ekvivalens jatékosok a ket lehetseges stratégia valamelyikét hasznaljak, azaz

1 0
S, :( j,vagy =(J, ¢s a teljes rendszer allapota: S=(s;, *-,Sy)

0
Jatékelmeéleti modellek Fizikai modellek
Jatékos: baktérium (mutans vagy nem mutans) kristalyfeliilet: atom vagy iires
¢ldlény (ragadozo vagy zsakmany) spin: T vagy |
ember (tisztesseges vagy €loskodo) féemhidrogén: H vagy iires

Az X jatékos haszna (vagy a fizikai rendszer energiaja) s -t0l s a szomszédoktol fugg:

4
U, = Z s,-AS_ ., ahol A= (a bj a nyereménymatrix.
5=1 c d

A potencialjatekoknal letezik egy V(S) potencial, aminek valtozasa az s, —s’,
stratégiavaltasnal megegyezik az X jatékos nyereményének valtozasaval, azaz

- - 4 4
V(S)=V(S) =D s\ As, s — D s, -As s
o=l 5=1



Kétstratégias evolucios jatékelméleti modell (folytatas)

Ha a nyereménymatrix szimmetrikus (b=c vagy A=AT), akkor

V(S) — %Z S, - Vs .5, aholaparkdlcsonhatas potencialmatrixa: V=A
X,0

A V potencialmatrix €s ezzel egyiitt a teljes rendszer potencialja azonban akkor 1s 1étezhet,
ha A#AT. Ezen potencialjatékoknal a rendszer a maximalis potencial értékét egy olyan
kitlintetett Nash-egyensulyi allapotban éri el, ami megfelel a fizikai rendszerek
alapallapotanak.

Ha a potencialjatékoknal az evoluciods folyamatot egy olyan (logit) folyamat sorozata

crers

exp[u, (s', )/ K]
Z exp[u, (s”)/K] valoszinuséggel (K a zaj er0ssege)

w(s, =s))=

akkor a rendszer a Boltzmann-eloszlasba fejlodik, azaz az S allapot valoszintisége:

p(S) = %exp(v (S)/K),ahol Z= Zexp(\Nf (S)/K) Példaul: sim1 sim?2

, . : o . sim3
Kovetkezmény: termodinamikai viselkedés

sim5> s1mo6



Koordinatarendszer
Példa: kétdimenzids vektor tér

Az r=(x,y) vektor grafikus megjelenitése

y A Az r=(x,y) vektort felithatjuk ortogonalis
bazisvektorok osszegekeént:

r=xe,+ye, =x(1,0)+y(0,D)
ahol e, =(L0) ¢s e, =(0,D)

Skalarszorzat(ok):

-

o re, =(xy) (L,0)=x,
r-¢, = (Xa}l) | (091) =Y,

e, ¢, =(1,0)-(0,1) =0,

e e =(,0)-(,0)=1, ¢€s
e,-¢, =(0,1)-(0,1)=1

|
-




Koordinata rendszer elforgatasa ® szoggel
Az Uj bazisvektorok: e, =(cos®d,sin®) és e, =(—sinD,cosD)

amiben r=ue +ve,

Az U és Vv komponensek érteket skalarszorzatok
definialjak:

u=r-e, =(x,y) (cos®,sin®) ¢€s
v=r-e,=(x,y) (-sin®,cos D) =y,

e e =0,
2 b 2 /4
e, e, =cos" D+sm D=1, ¢&s

e, e, =cos°D+sin’ =1

A béazisvektorok és egyiitthatdik jelentése, ha ¢p=45°
X + y

L) & e = il r=""2 1)+ y(l 1)

1
Cu = ﬁ ﬁ (19_1)

A szampar helyett azok atlagat és kiillonbs€gét hasznaljuk a jellemzésben.



Kétstratégias jaték elemi osszetevoi

A kolcsonhatast az A matrix irja le, ami 0sszetevOkre bonthato. Példaul

Y P P = b

Egy masik lehet0ség (koordinatarendszer elforgatasa a négydimenzids paramétertérben):

a b) a+b+c+dl 1+a+b—c—d 1 1 +a—b+c—d1 —1 +a—b—c+d 1 -1
c d) 4 1 1 4 1 -1 4 1 -1 4 1 1

Ezek az ortogonalis elemi matrixok (jatékok) diadikus szorzatként is értelmezhetok:

IO G L L

ahol a két elemi vektor ortogonalis egymadsra, mert (1) ( 1 j
€= » L =

U =
A masodik ¢s harmadik komponenst helyettesithetjiik az alabbi ket elemi jatékkal

o S ARG S e ol )



Az 1j ortogonalis bazisvektorok (bazismatrixok) mellett a megfeleld egylitthatok érteke:

A-f(p)

_ (p) _
A= Zapf P ahol o, = RO
p

és A-B:Z:AijBij
i

A bazismatrixok altal definialt elemi jatékok:

11 Konstans jarulék (irrelevans tag) V=0
1 1
-1 Koordinacios jatek V=
-1 1
. Jaték, amikor nyereményliink csak dnmagunktol fiigg V=A+AT
-1 -1
I -1 » . e o
! ' Jaték, amikor nyereményiink csak a masiktol fligg V=0

Igazi kolcsonhatast csak a koordinacios jaték képvisel.
Ez viszont lehet vonzo6 (kordinacios jatek) vagy taszitd (anti-koordinacios jaték) jellegli
Kovetkezmény: a 2x2-es jatékok potencialjatekok és leképezhetdek az Ising-modellre

Sokrészecskés fizikai modellek = részhalmaz az evolucios jatékelmeletben



Hasonlé modon bonthaté komponensek (elemi jatékok) 6sszegére minden
szimmetrikus n-stratégias matrixjatek,

n stratégia esetében

A:Zypf(p) ahol p=1,...,n°
Y

Kérdés: Hogyan valasszunk ,,hasznos” elemi jatékokat, azaz egy ortogonalis

(vagy nem-ortogonalis, de teljes) bazis matrix halmazt?
Cél: Lathatova tenni a jellegében azonos illetve kiilonb6z6 kolcsonhatasokat

Lehetoségek: - Fourier komponensekre bontas
- diadikus szorzatra bontas
- egyeb diszkrét sorfejteések

- szimmetridk megjeleniteése (akar az ortogonalitas feladasaval)



A szimmetrikus 3x3-as (nxn-es) matrixjatékok egy lehetséges ortonormalt bazisa:
f&D) =e® ®e”  ahol a diadikus szorzat: f=c®d és f; =c¢d;

p=(k,D), ésk,I=1, ..., n

e lehet a hagyomanyos Cartesian koordinatarendszer k-dik bazisvektora, azaz

1 0 0 1Y@ 0 0) (1 0 O
eV =10,e® =1, =|0], ekkor f"" =P ®@e =|0 =0 0 0
0 0 1 0 0O 0 O
n=3-nal egy célszerl valasztas:
1 0 2 1@ 11 (1 11
eV =1[,e?=|1 [,e?=]|-1 ,ekkorf<1=l>=e<”®e<”— 111
1 —1 —1 1 11
1o 1 -1 (0 1 -1
f(1’2)=6(1)®e(2)— 01 -1
0 1 -1

A-FOD
Tt = aen D




Tipikus kolcsonhatasok a 3x3-as matrixjatékoknal:

0) Irrelevans tag (,,atlagnyeremény”): potencial: V=0
1 1 1
A =@ 0D D =W eV =1 1 1] & a™ =y, = % LA
1 1 1 o
1) Jaték tarsfiiggo nyereménnyel: V() =0
o o O

(er) _ (1,1) (1,2) (1,3) _
AT = Y1,1f + V1,2f + 71,3f =0 O, Oy
O O, 04

2) Jaték onfiiggé nyereménnyel. A potencial: Vel =A(seli) + A(selhT

B1 Bl Bl
A () yljlf(l,l) +Yz,1f(2’l) +Y3’1f(3’1) =B, B, B,
Bs B3 B3

Nincs igazi parkolcsonhatas, ugyanakkor mindegyik potencialjaték.
A@) része A -nek és AGD -nek is. Emiatt ezek egyilitt egy 5-dimenzios alteret alkotnak

(,,0,,05,B,B,,B;),de Zai = ZB]



Tipikus kolcsonhatasok a 3x3-as matrixjatékoknal (folytatas)

A maradék bazismatrixok diadikus alakja: f) —e® e Kk1>1

mindegyiknek idetartozik a transzponaltjais £ =e!’ ® e

Ir -
, 1 1, .. : ) (k) 1) (1) (k)

Ezen parokbol képezhetiink szimmetrikus: 5 e ®e+e ®e

¢s antiszimmetrikus bazismatrixokat: % _e(k) Rel —e® ®e® _

3) A szimmetrikus osszetevok alkotjak a koordinacios jatékokat

1
AL = Yz,zf(m) T Y3,3f(3’3) T E(Y2,3 T Y2,3)[f(2’3) T f(3’2)]

1 -1 0 1 0 -1 0 0 0 8,,+8,5 -3, —0, ;
=3, -1 1 0[+8, 0 0 0[+8,5/0 1 —1|=[ =8, 8,+8,, —8,,
0 0 0 ~1 0 1 0 -1 1 -8, —0,;  0;3+0,,

Tulajdonsagok: a matrix szimmetrikus, a potencial: V(coon=A (coor)
a matrix minden soraban ¢és oszlopaban az elemek O0sszege nulla
(ez biztositja az ortogonalitast az On- és tarsfiiggd komponensekre)
elemi komponens = koordinacios kolcsonhatas egy stratégiapar kozott
3 stratégiapar, ill. 3 ilyen elemi koordinacios jaték Ietezik



A szimmetrikus nyereménymatrix kovetkezményei

Ekkor A=AT

de minden matrix felbonthato egy szimmetrikus €s egy antiszimmetrikus matrix 6sszegére:

A=A® LA :%(A+AT)+%(A—AT)

Kovetkezmények:
A két jatékos nyeremeénye azonos => egyéni érdek = kozossegi erdek
nincs tarsadalmi dilemma
V=A
ha max(V;)=A .« , akkor az (1*,]*) stratégiapar egy kitlintetett Nash egyensuly,
ami1 azonos a fizikai rendszerek alapallapotaval

ha i*=)* akkor mindenki az I* stratégiat valasztja => homogén (rendezett) alapallapot
ha i* #J*, akkor két ekvivalens alracsrendezett alapallapot [(1*,j*) vagy (J*,i1%)],

vagy frusztracio a sokszereplds rendszerekben

logit szabaly => Boltzmann-eloszlas => termodinamikai viselkedés



Tipikus kolcsonhatasok a 3x3-as matrixjatékoknal (folytatas IT)

Egy antiszimmetrikus bazismatrix: 0O 1 -1

1
4) Ciklikus dominancia A = 2 [e(z) Re? —e® ®@e? ] ~ -1 0 1

Ko-papir-ollo jaték =10
Tulajdonsagok:
a matrix antiszimmetrikus: A(yeh) = -AlyeDT (z¢rusdsszegii jaték)
A nyeremeények 0sszege nulla minden sorban €s oszlopban
(emiatt ortogonalis A©ye) mindharom el6z6 Gsszetevore
nem létezik potencial, mert a KP — OP — OK — PK — PO — KO — KP valtasok soran
az aktiv jatékos mindig nyer.
- kevert Nash egyensuly => sok stratégia egyiittlétezése (biodiverzitas)

ez a komponens megakadalyozza a termodinamikai viselkedést
n=3-nal csak egy ilyen ciklikus komponens letezik
Ez a bazismatrix egy ciklikus iranyitott graf szomszédsagi matrixa
-A (©ye) : 3 dominancia iranya ellentétes

_——— !
<

Osszesitve:

A=A 4 AGelD _ A @) 4 A(coor) A (eyeD) és nincs potencial, ha AyeD+£ 0



Szimmetrikus haromstratégias matrixjaték antiszimmetrikus osszetevoi

0 a -c 0O 1 0 O 0 O 0O 0 -1
%[A—AT]: —a 0 b |=al-1 0 0/+b0 0 1[+d0 0 0©
c —-b 0 0O 0 O 0O -1 O 1 0 O
0
Graf reprezentacioban:
merbleges bazismatrixok/grafok @ 0—890 (2]
Az 0n-¢s tarsfliggo, illetve a ciklikus komponensek egyiittes jaruléka: (h1+h +h =O)
o 1 -1 0 1 1 0O -1 O
l[A—AT]:S—l 0 1 |+h|=1 0 O0|+h,|/1 0O 1|+h|0 0© }
2 -1 0 O -1 0

A ALY,

A 3 hierarchikus osszetevo koziil csak ketto fiiggetlen!

2 1 1
A hierachikus komponensek okozhatjak a tarsadalmi dilemmakat. vt =11 0 0
Az elsé hierarchikus tag az (1,1) stratégiapar valasztasat diktalja, mert 1 0 O



Szimmetrikus n-stratégias matrixjaték elemi komponensei

Neégyféle kolcsonhatas tipus linearis kombinacidja:

A :A(cr) _|_A(self) _A(av) +A(coor) _|_A(cycl)

ahol

o, a, - o, Bl Bl Bl 1 1 --- 1
A(CI‘): ():1 ()12 :“ a:n : A(self): B.z B'Z :“ B'Z , A(aV):a(aV) 1 1 : ?
o, O, a, Bn Bn Bn 1 1 1

L =10 0 1 0 -1 0 0 0 0 0

-1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 -1 0
A(coor):612 0O 0 0 -~ 0]+03/-1 0 =1 -~ 0]*0xl0 -1 1 0|+

0O 0 0 --- 0 0O 0 0 -- 0 0O 0 0 -- 0

Koordinacios kolcsonhatas 1étezhet n(n-1)/2 stratégiapar kozott.

Ezek az 0sszetevOok nem merdlegesek egymasra, de fliggetlenek, azaz linearis kombinacidik
megadjak az 6ssze lehetséges koordinacios jatékot.



Fuggetlen ciklikus 0sszetevok a szimmetrikus n-strateégias matrixjatékban

Graf reprezentacioban: az ,,1”-es és barmelyik j>1>1 stratégiaharmas ko-papir-oll6 jatéka

Ez a 3 graf
bt = = N definilja az
o ® © o n=4 eset
® (4 ® ® ciklikus 0sszetevoit
o (5 (S

Osszesen (n-1)(n-2)/2 ilyen haromstratégias ké-papir-oll6 jaték létezik.

Ezek az 0sszetevOk nem merdlegesek egymasra, de fliggetlenek, azaz linearis kombinaciodik
megadjak az 0ssze lehetséges iranyitott hurkot. (Kirchhoff torvény)

Példaul:
o
0 o
o o



Fuggetlen hierarchikus osszetevok a szimmetrikus n-stratégias matrixjatékban

Graf reprezentacioban: az i-edik stratégia uralja az 0sszes tobbit

® < , €sigytovabb

Nincs kivételezes: az uralkodo stratégia mindenki mastol azonos dsszeget vesz el.
n ilyen Osszetevo 1étezik, de ezek 0sszege nulla, azaz, nem fliggetlenek egymastol.
Barmelyik (n-1) 6sszetevd azonban kifesziti a hierarchikus dominancia paraméter-alteret.

Matrix reprezentacidban az elso dsszetevo:

0 1 - 1) (1 1 -« 1) (10 - 0 2 1 - 1
|70 000 00 ol 10
10 - 0) 00 - 0) {1 0 - 0 1 0 - 0

Ez a tag az egyéni érdeken keresztiil hajtja a jateékosokat az (1,1) valasztasara 0 nyereménnyel,
még akkor is, ha a tobbi komponens alapjan a jatékosok masik stratégiapart (i*,J*) valasztananak.

Ez a tarsadalmi dilemmak hajtoereje (a potencialjatékokon beliil)!



Kolcsonhatasok osszefonodasa

A ciklikus komponensekné¢l lattuk, hogy barmilyen iranyitott hurok (vagy azok 0sszege)
osszerakhato olyan iranyitott haromszogekbdl, amelyeknek van egy k6zos cstcsa.

A koz0s csucs lehet a graf barmelyik pontja.
Kovetkezmény
- ha a rendszerben van egy ko-papir-ollo komponens, akkor sok ilyen van (n>3);

- ha viszont egy fliggetlen bazisrendszer 6sszes komponense hianyzik, akkor A(yeh =0, stb.

Ha a nyeremeénymatrix egyetlen (nemdiagonalis) komponensét valtoztatjuk, akkor valtozik a
megfeleld antiszimmetrikus komponens i1s, ami maga utan vonja 2 hiearchikus ¢s sok ciklikus
komponens valtozasat.

Graf reprezentacioban:




A négyféle kolcsonhatas dimenzioja n stratégianal
1.) Jatékok, amikor nyereményem csak a masiktol fligg:
N bazismatrix, N paraméter
2.) Jatekok, amikor nyereményem csak télem fiigg:
N bazismatrix, N paraméter, de egy dimenzio kozos az eldzdvel
3.) Koordinacios kolcsonhatas
dimenzio: n(n-1)/2  (kiilonbozd stratégiaparok szama)
4.) Ciklikus dominancia
dimenzio: (n-1)(n-2)/2
ez a szam azonos a Kirchhoff torvényekbdl szarmaztathato fliggetlen €s
Iényeges (nem trividlisan eltlind) hurkok szamaval
n=2: nincs ciklikus dominancia (a szimmetrikus jatekoknal)
n=3: a ko-papir-ollo jaték képviseli az egyetlen dimenziot

n=4: 3 fliggetlen kO-papir-olld



A négyféle kolcsonhatas kovetkezménye térbeli rendszerekben n stratégianal
Jatékok, tarsfiiggé nyereménnyel:
mindenki veletleniil valaszt strategiat
Jatékok, onfiiggé nyereménnyel:
elég egy jatekos magatartasat kiszamitani, mert a tobbi ugyanugy viselkedik
Koordinacios kolcsonhatas:
egy koordinacios vagy antikoordinacios par: Ising modell semleges stratégidkkal sim
tobb koordinacidos komponens: rendezett-rendezetlen atmenet
Potencialjaték: (az el6z6 harom linearis kombinacidja)
mindig van legalabb egy tiszta Nash egyensuly
Iétezik egy alapallapotnak megfelel6 Nash egyensuly [max(V;) hatarozza meg]
rendezett-rendezetlen atmenet, ha a logit szabalynal nd a za;
termodinamikai viselkedés
az antiszimmetrikus hierachikus 6sszetevd tarsadalmi dilemmat eredményezhet

ez hidnyzik a fizikai (részecskekbol 4ll6) rendszerekben



A négyféle kolcsonhatas kovetkezménye (folytatas)
Ciklikus dominancia:
megakadalyozza a potencidl 1étezéset €s a termodinamikai viselkedest
altalaban kevert Nash-egyensuly => sokféleseg megorzese
biodiverzitas

onszervezd mintazatok (€16 rendszerek) sim
Ujdonsagok a fizikai rendszerekhez képest:

tarsadalmi dilemmak (a hierarchikus 0sszetevok okozhatjak)

¢l6 rendszerekre jellemzo onszervezddes €s sokfeleség megorzese

Koszonom a figyelmet



